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RESUMO
Por golpe de aríete se entendem as ondas de choque induzidas por variações de pressão, decor-
rentes de alterações no escoamento, as quais, por sua vez, se originam de perturbações impostas
ao fluido no interior de condutos forçados. Esse transiente hidráulico provoca tensão interna no
fluido, transmitida ao recipiente que o contém. O golpe de aríete influencia o funcionamento e
a segurança da operação das tubulações a ele submetidas. Neste contexto, o presente trabalho
aborda o estudo analítico e numérico para o fenômeno do golpe de aríete em condutos força-
dos. Além da formulação analítica, para a qual se consideram as interferências da interação
fluido-estrutura, são abordados aspectos pertinentes à formulação da turbulência em fluidos e
da fluidodinâmica computacional. Finalmente são apresentados os resultados de variação do
campo de pressão para a simulação computacional, considerando-se modelagem do fenômeno
do golpe de aríete em conduto forçado cujo escoamento está sujeito a uma manobra rápida de
fechamento de válvula.
Palavras-chaves: de Aríete. Interação Fluido-Estrutura. Transiente Hidráulico. Estudo Analí-
tico. Numérico.
ABSTRACT
Water hammer is understood as the shock waves induced by pressure changes, due to flow’s
variations, caused by fluid under perturbations into the pipes. This hydraulic transient causes
internal stress on fluid, transmitted to the pipe. Water hammer has significant consequences
on the functioning and safety of operation for conduits under its act.In this sense, this work
deals the analytical and the numerical modeling of water hammer phenomenon on conduits.
Addition to analytical modeling, which considers the fluid-structure interaction’s interference,
relevant aspects about turbulence in fluids and computacional fuid dynamics are treated. Finally
the results about variations of pressure field from computational simulation are presented for a
model of the water hammer in a pipe, based on rapid valve closure.
Key-words: Water hammer. Fluid-structure Interaction. Hydraulic Transient. Analytical Study.
Numerical.
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1 INTRODUÇÃO
1.1 MOTIVAÇÃO
No modelo energético brasileiro, os recursos hídricos representam cerca de 70% da
matriz elétrica nacional (Fig.(1)) incluindo as importações (EPE, 2014). Apesar dos impactos
socioambientais oriundos da construção das centrais hidrelétricas, a utilização destas para gera-
ção de energia ainda prevalece sobre fontes como a nuclear, o petróleo e o carvão. Isso porque,
se comparada a tais fontes, a hidroeletricidade ainda caracteriza um tipo de energia mais barata
e menos agressiva do ponto de vista ambiental(FERREIRA, 2007) e (ANEEL, 2008).
Figura 1: Brasil: Recursos Energéticos (EPE, 2014).
Ao longo da operação de uma usina hidrelétrica, quando a demanda de energia na rede
elétrica é alvo de quedas repentinas, por exemplo, os consumidores atendidos pelo sistema,
que representam a carga, são desconectados do conjunto moto-gerador constituído pela junção
turbina-gerador. Nessas circunstâncias, o gerador passa a operar em vazio. Assim, sem carga, o
fluxo fornecido à turbina aumenta sua velocidade. Com a finalidade de evitar que a turbina atinja
velocidades excessivas, é necessário fechar rapidamente o distribuidor para controlar o fluxo. A
rápida redução da velocidade do escoamento origina oscilações de pressão. Estas oscilações ge-
ram zonas de sobrepressão seguidas por depressões no interior da tubulação. A esse fenômeno
transitório dá-se o nome de golpe de aríete (BERNARD, 2013). Exemplo de acidente ocasio-
nado pelo golpe de aríete é apresentado na Fig. (2) : em um segmento houve rompimento da
tubulação devido à sobrepressão, ao passo que a pressão negativa fez com que outro segmento
colapsasse.
Por golpe de aríete se entendem as variações de pressão, resultantes de variações no
escoamento, oriundas de perturbações, voluntárias ou não, impostas ao fluido no interior de
condutos forçados. Entre os fenômenos dos quais pode decorrer o golpe de aríete, citam-se
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Figura 2: Golpe de Aríete: UHE Oigawa/Japão (CHAUDHRY, 1987).
operações de abertura e fechamento de válvulas, falhas mecânicas de dispositivos de proteção
ou controle e eventos de parada/arranque de uma turbomáquina (CAMARGO, 1989).
O golpe de aríete engloba uma série de eventos recorrentes no âmbito da engenharia;
dentre esses, ênfase especial é conferida à propagação de distúrbios através das ondas que via-
jam na velocidade do som devido à interação fluido-estrutura, reflexo da compressibilidade do
fluido e da elasticidade das paredes dos dutos(TIJSSELING; ANDERSON, 2007).
Normas e padrões internacionais, referentes a estruturas de condutos sob pressão, re-
portam a necessidade de se avaliar a interferência do golpe de aríete nessas construções. O
dimensionamento do sistema de forma a minimizar os efeitos oriundos desse transiente hidráu-
lico aparece como tópico recorrente (LESLIE; VARDY, 2001).
Gale (2008) relata que só nos Estados Unidos, entre os anos de 1986 e 2000, os custos
relacionados a falhas em condutos devido à forças internas diretamente associadas à interação
fluido-estrutura superou a marca de 1 bilhão de dólares. No Brasil as informações dessa natu-
reza não são de domínio público; todavia, o processo licitatório para construção de condutos
forçados evidencia as preocupações acerca do golpe de aríete, prevendo entre suas cláusulas
o estudo e projeto de proteção do sistema contra ondas de choque, existindo, inclusive, para
sistemas operantes, licitações voltadas especificamente para tal quesito (ELETROBRÁS, 2003)
e (SAEMA, 2013).
Finalmente, e concluindo a exposição dos argumentos motivadores desse trabalho, o não
dimensionamento da tubulação contra golpe de aríete é apontado como indício de deficiência
grosseira em projeto básico, o que, atrelado à outros pontos, justifica a suspensão da execução
de obras licitadas (TCU, 2012).
1.2 OBJETIVO GERAL
Realizar a formulação analítica e a simulação numérica do golpe de aríete em condutos
forçados.
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1.2.1 Objetivos Específicos
O desenvolvimento dos objetivos é apresentado em ordem cronológica ao longo desse
trabalho.
• Proceder à formulação analítica do fenômeno do golpe de aríete em condutos forçados
considerando os efeitos da interação fluido-estrutura;
• Apresentar a formulação de turbulência em fluidos, visando à modelagem numérica do
fenômeno;
• Realizar a simulação numérica para análise do comportamento da pressão durante o fenô-
meno do golpe de aríete.
1.3 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO
O presente trabalho será dividido em cinco capítulos. O segundo capítulo tratará da revi-
são bibliográfica para o golpe de aríete, abordando aspectos relacionados a simulação numérica
e a interação fluido-estrutura. No terceiro capítulo será apresentada a formulação matemática
do problema fluido-estrutural e da turbulência em fluidos. No quarto capítulo serão descritas
as etapas para a solução numérica de problemas fluidodinâmicos, bem como a metodologia
adotada para a simulação. O quinto capítulo mostrará os resultados obtidos para a simulação
numérica dos campos de pressão em tubulações submetidas ao golpe de aríete.
18
2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
Este tópico tem como objetivo fornecer uma visão geral acerca do estado da arte no
estudo do golpe de aríete, por meio da abordagem sucinta de algumas das composições apre-
sentadas nesse campo. A elaboração desse capítulo permite ainda contextualizar, de forma mais
ampla, o trabalho desenvolvido.
2.1 ESTADO DA ARTE DO ESTUDO DO GOLPE DE ARÍETE
O escoamento através de condutos fechados é descrito pelas equações da dinâmica e
da continuidade, que conduzem a um sistema de equações diferenciais parciais hiperbólicas de
primeira ordem (BOYCE; DIPRIMA, 2010), descritas detalhadamente em Parmakian (1963),
nas quais a pressão 1(H) e a velocidade (v) são as variáveis dependentes, escritas em função da
posição longitudinal (x) e do tempo (t), as variáveis independentes.
Dentre os primeiros estudiosos que se dedicaram à investigação desse transiente hidráu-
lico, Gibson (1908) se destaca como um dos poucos a perceber a analogia entre o golpe de
aríete e a propagação de ondas longitudinais em barras sólidas.
Allievi (1902 apud BERNARD, 2013) foi o primeiro a desenvolver uma ferramenta
matemática capaz de solucionar o sistema e fornecer H = H(x, t);∀x; ∀t, para um modelo
unidimensional, considerando um duto de paredes finas e variações lineares do escoamento.
Com base em sua ferramenta Allievi (1913 apud BERNARD, 2013) apresentou a teoria geral
do golpe de aríete.
Os métodos analíticos desenvolvidos segundo a teoria de Allievi propiciam uma visão
geral acerca do fenômeno; todavia, a formulação obtida é restrita, sendo aplicável apenas a al-
gumas poucas situações. Tais métodos negligenciam as forças de atrito e os termos de segunda
ordem no sistema de equações diferenciais parciais. Além disso, não permitem a solução de pro-
blemas que considerem número mais amplo de parâmetros dentro do fenômeno. Estes parâme-
tros, também denominados características paramétricas, são responsáveis por incluir elementos
estruturais e fluidos do conduto. Por fim, os métodos analíticos fornecem apenas os campos de
pressão sob a ótica de variações lineares do escoamento originárias do fechamento de válvulas
(BERNARD, 2013).
Nesse contexto, como solução paliativa aos problemas apresentados pelos métodos ana-
líticos, foram introduzidos os métodos gráficos (BERNARD, 2013).
O método gráfico de Schnyder-Bergeron, apresentado por Parmakian (1963), permite
tratar arranjos de dutos compostos, considerando perdas hidráulicas e diversas características
1 Note que aqui a pressão é avaliada em termos de queda, medida em metros de coluna de água.
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paramétricas; todavia, o método se mostrou insuficiente para sistemas complexos de tubulações,
contendo diversos equipamentos e ramificações (BERNARD, 2013). Nesse contexto, e devido
ao advento das tecnologias no ramo da computação, a implementação de métodos numéricos
para a solução do fenômeno do golpe de aríete se tornou cada vez mais explorada (SILVEIRA-
NETO, 2002a).
2.1.1 Métodos Numéricos
Diferentes métodos numéricos, assumindo restrições diversas, têm sido empregados na
solução do sistema de equações diferenciais hiperbólicas que descreve o golpe de aríete. O
Método das Características de Euler é o mais amplamente difundido para esse fim (THANA-
PANDI, 1992). Sua versão discretizada com base no esquema de malha fixa é a mais aplicada,
o que se deve à sua fácil programação, eficiência numérica e precisão (BERNARD, 2013).
Thanapandi (1992) apresentou um algoritmo de marcha no tempo para a análise do golpe
de aríete pelo método das características aplicado a um arranjo simples de dutos, considerando
existência e ausência de atrito. Utilizando o algoritmo proposto, o número de passos computa-
cionais, bem como a quantidade de nós e variáveis nos nós, utilizados na malha de discretização
a cada passo, foram reduzidos.
Para representação de perdas hidráulicas, ou seja, da ação de forças de atrito, Lai (1961)
inseriu termos não lineares no sistema das equações descritivas do golpe de aríete. O método
das características foi utilizado como mecanismo de solução direta no código implementado.
Por meio das relações previamente estabelecidas em seu estudo, Streeter (1962) desen-
volveu método computacional para representação de manobras de abertura e fechamento de
válvulas, analisadas na ausência e na presença dos efeitos de atrito. Streeter e Lai (1963 apud
BERNARD, 2013) testaram o método das caraterísticas para distintos tempos de fechamento e
conexões de dutos.
O método dos Volumes Finitos Godunov, desenvolvido por Zhao e Ghidaoui (2004),
apresentou, para primeira ordem, resultados comparáveis àqueles obtidos pelo esquema do mé-
todo das características com interpolação space-line; já os resultados alcançados para a segunda
ordem, mostraram que, dada certa precisão, menor esforço computacional foi requerido pelo es-
quema Godunov, em detrimento ao método das características.
A revisão acerca do tema, elaborada por Ghidaoui et al. (2005), trouxe uma visão geral
sobre algumas técnicas utilizadas na solução numérica do problema do golpe de aríete.
Tijsseling e Bergant (2007) desenvolveram um novo algoritmo que, embora baseado
no método das características, não requer o estabelecimento de uma malha. O novo método
foi validado através de resultados básicos para o golpe de aríete, considerando inexistência de
atrito. Soluções aproximadas foram obtidas considerando o atrito concentrado nos contornos de
dutos individuais.
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O método implícito das características, proposto por Afshar e Rohani (2008), permitiu
a combinação arbitrária de dispositivos em sistemas de condutos. Por meio de sua utilização
foram obtidas as equações correspondentes que definem o comportamento de equipamentos
comumente utilizados em arranjos de dutos. A aplicação do método na avaliação de transientes
hidráulicos, causados pelo fechamento de uma válvula e falha de sistemas de bombeamento,
permitiu prever, com precisão, as variações tanto da altura de queda quanto do escoamento para
os casos considerados.
Métodos numéricos como o método de Lagrange, o método das Diferenças Finitas e
o Método dos Volumes Finitos também foram aplicados na solução do sistema de equações
do golpe de aríete (BERNARD, 2013). O método dos volumes finitos tem sido amplamente
adotado nos pacotes comerciais de fluidodinâmica computacional, do inglês Computational
Fluid Dynamics (CFD).
2.1.1.1 Fluidodinâmica Computacional
Fluidodinâmica Computacional é o termo utilizado para designar o conjunto de técnicas
matemáticas, modelagem numérica e simulação computacional por meio do qual são geradas,
visualizadas e interpretadas soluções computacionais para as equações de conservação oriundas
da teoria de fenômenos de transporte que regem dado escoamento. Dessa forma, através da CFD
pode-se proceder a análise de uma série de sistemas envolvendo fenômenos que, no campo da
fluidodinâmica, obedecem às equações de Navier-Stokes. A maioria dos aspectos importantes
dessas relações é não-linear e, por conseguinte, não possui solução analítica (REGO, 2008).
Dentre os escoamentos passíveis de estudo via CFD, cita-se o transporte em dutos
(VERSTEEG; MALALASEKERA, 1995), categoria na qual se enquadra o fenômeno do golpe
de aríete, objeto de estudo do presente trabalho.
Vale ressaltar que simulações em CFD apresentam limitações, sendo, portanto, necessá-
rios modelos mais precisos para tratar fatores como a turbulência, por exemplo. Igualmente, a
aplicação das condições de contorno requer ferramentas capazes de descrever com maior nível
de detalhamento a geometria do domínio de cálculo. Assim, para que seja ampliada a capaci-
dade de resolução de sistemas mais complexos, as técnicas numéricas devem ser submetidas a
processos constantes de melhoria (SILVA, 2006).
Os métodos numéricos atuam na resolução de uma ou de um conjunto de equações dife-
renciais parciais, oriundas da substituição das derivadas existentes na(s) equação(ões) originais
por expressões algébricas envolvendo a função incógnita para pontos discretos no espaço e no
tempo (GONcALVES, 2007). Todavia, o uso das equações diferenciais parciais acarreta a in-
trodução de uma aproximação: uma vez que as equações obtidas não sejam necessariamente
iguais às originais, a simulação dos fenômenos físicos pode divergir daquela que seria obser-
vada a partir das equações básicas (SILVA, 2006).
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Em termos matemáticos, essa discrepância diz respeito aos erros de truncamento (SILVA,
2006), os quais devem, portanto, ser minuciosamente entendidos e controlados, o que, caso não
ocorra, pode conduzir a resultados pouco representativos da realidade física simulada. Portanto,
a ferramenta numérica será adequada e confiável mediante a observância de dois aspectos, quais
sejam: um método numérico capaz de solucionar corretamente as equações diferenciais parciais
e um modelo matemático fidedigno para representação do fenômeno físico. Finalmente, deve-se
atentar ao fato de que a correta visualização e interpretação dos resultados são tão importantes
quanto os resultados da simulação propriamente ditos (CARVALHO, 2008).
2.1.2 Interação Fluido-Estrutura
Segundo Keramat et al. (2012), os resultados clássicos do golpe de aríete são afeta-
dos por quatro importantes elementos quais sejam: Atrito Instável (UF), Separação de Coluna
(CS), Interação Fluido-Estrutura (FSI) e Viscoelasticidade (VE) 2 cuja influência, negligenci-
ada na teoria geral de Allievi, tem sido avaliada tanto separadamente quanto a partir de suas
combinações. Dentre as considerações acerca de tais itens, ao escopo desse trabalho apenas são
aplicáveis àquelas referentes à FSI.
A interação fluido-estrutura nos condutos forçados consiste na transferência de mo-
mento e de forças entre a tubulação e o fluido nela contido durante um escoamento transi-
ente, podendo ser também percebida em sistemas nos quais esteja a estrutura imersa no fluido.
A intensidade desse fenômeno de transferência de energia está intrinsecamente relacionada à
flexibilidade/deformabilidade da estrutura, bem como às propriedades do fluido, como sua com-
pressibilidade, e à amplitude das ondas de pressão induzidas, características do golpe de aríete
(WIGGERT; TIJSSELING, 2001) e (GALE, 2008).
No sistema fluido-estrutura, as ondas de pressão induzidas durante o transiente hidráu-
lico provocam ondas de tensões oriundas de esforços axiais, de flexão, de torsão, rotacionais
e radiais (GALE, 2008); conforme as interações surgentes, é possível distinguir três diferentes
mecanismos sob os quais a interação fluido-estrutura se manifesta: o efeito de junção, o efeito
de Poisson e o efeito de interface hidráulica (CESTEIRO, 2008), sendo esse último relacionado
ao atrito mútuo entre o fluido e a estrutura desconsiderado devido à sua contribuição irrisória
em detrimento aos demais mecanismos avaliados (BERNARD, 2013).
O efeito de Poisson relaciona as ondas de pressão no fluido às ondas de tensão axial
(longitudinal) na estrutura por meio da variação em sua seção transversal contração ou expan-
são circunferencial das paredes do duto . Como efeito colateral, as ondas de tensão originam
flutuações de pressão, cuja velocidade é superior àquela observada para as ondas que carac-
terizam o golpe de aríete (LAVOOIJ; TIJSSELING, 1991), (TIJSSELING, 1996) e (ZHANG;
TIJSSELING; VARDY, 1999).
2 As siglas utilizadas se referem aos termos em inglês: unsteady friction, column separation, fluid-structure
interaction e viscoelasticity, respectivamente.
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Enquanto o efeito de Poisson e o efeito de interface hidráulica atuam ao longo de todo
o duto, o efeito de junção atua sobre pontos específicos do sistema, como extremidades e co-
tovelos dos dutos, válvulas e junções, por exemplo (LAVOOIJ; TIJSSELING, 1991). O efeito
de junção é levado em conta através de condições de contorno, ou, com maior precisão, através
de relações de fechamento. Estas relações são derivadas para geometrias arbitrárias de dutos,
sendo, portanto, relacionado às trocas de energia entre as singularidades presentes nos condutos
e o fluido nele contido (GALE, 2008).
Ao comparar os resultados obtidos a partir da formulação clássica do golpe de aríete com
aqueles oriundos do problema que considera a interação fluido-estrutura, atuante sob os efeitos
de junção e de Poisson, (TIJSSELING; LAVOOIJ, 1990) mostraram que a teoria clássica falha
na predição da máxima pressão atingida no interior das tubulações, e que, portanto, a FSI não
pode ser negligenciada.
Tijsseling (1996) apontou ainda que, além da discrepância nos valores extremos de pres-
são, ao considerar os efeitos da FSI, podem ser observadas variações na frequência natural do
sistema e maior atenuação e dispersão na pressão e na tensão calculadas.
Resultado similar foi apresentado por Heinsbroek (1997). Ao levar em conta os dois
mecanismos mais significativos da interação fluido-estrutura, o comportamento do transiente
hidráulico pôde ser simulado com maior precisão: sem a FSI, os resultados obtidos apontaram
valores de pressão diferentes da realidade mensurada, mostrando, em contrapartida, valores
muito elevados para as quantidades estruturais, conduzindo a proposições de projeto pouco
atrativas economicamente.
Em seu trabalho, Locher, Huntamer e D. (2000 apud WIGGERT; TIJSSELING, 2001)
ressaltou a complexidade do problema fluido-estrutural, apontando a necessidade de se desen-
volverem análises específicas para cada caso considerado, como consequência da relação in-
trínseca entre a atuação da FSI e o layout da estrutura estudada. Wiggert e Tijsseling (2001)
elaboraram uma revisão, sintetizando os mecanismos essenciais para a FSI, além de descreve-
rem alguns dos métodos analíticos e numéricos aplicados a tal estudo.
Sreejith et al. (2004) apresentaram formulação baseada em elementos finitos para solu-
ção do sistema de equações dinâmicas de movimento com um acoplamento para inclusão dos
efeitos da FSI. O estudo de caso, voltado para o sistema de tubulação usado em usinas nucleares,
mostrou que ao considerar a FSI houve redução significativa nos valores de velocidade.
Considerando os efeitos de junção e de Poisson, Gale (2008) desenvolveu a análise
da interação fluido-estrutura para escoamentos sujeitos a transientes rápidos. Modelos físicos
de fenômenos com maior ou menor complexidade foram estudados, tanto do ponto de vista
estrutural, quanto do ponto de vista termo-fluido. Os resultados foram verificados através de
dados experimentais, códigos computacionais disponíveis e problemas clássicos.
Ahmadi e Keramat (2010) realizaram o estudo do golpe de aríete levando em conta a
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interação fluido-estrutura pelo efeito de junção: a partir da consideração de diferentes singula-
ridades, foram derivadas relações descritivas, utilizadas como condições de contorno no código
numérico implementado. O método dos elementos finitos foi utilizado para as equações estru-
turais, ao passo que para as equações hidráulicas foi utilizado o método das características.
As equações para o golpe de aríete, considerando os efeitos de Poisson e de junção,
foram numericamente solucionadas por Keramat et al. (2012), tanto pela aplicação do método
das características puro como a partir da combinação entre este e o método dos elementos finitos
(similarmente ao que fora feito por Ahmadi e Keramat (2010)). Sob ambas as perspectivas
metodológicas foram obtidos resultados equivalentes. Todavia, o método das características
puro apresentou maior rapidez e maior precisão na resolução. A análise realizada apontou ainda
a necessidade de se considerar a FSI na obtenção de estimativas mais confiáveis, tanto para os
valores de tensão, quanto na avaliação de deslocamentos de singularidades e forças de engaste.
Sob o aspecto da FSI, Bernard (2013) desenvolveu a análise experimental, analítica e
numérica para o fenômeno do golpe de aríete em tubulações, efetuando ainda estudo paramé-
trico comparativo para avaliação da influência do ângulo de inclinação em sistemas horizontais
e verticais de dutos. Para os sistemas horizontais, considerando arranjos subterrâneos, foi ainda
investigada a interação destes com o solo. Na avaliação estrutural foi empregado o Método dos
Elementos Finitos; na análise fluida foi utilizado o Método dos Volumes Finitos. As simulações
foram conduzidas no ANSYS-CFX.
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3 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA
Esse capítulo é dedicado ao desenvolvimento das equações diferenciais parciais que
regem o fenômeno do golpe de aríete. Inicialmente, é apresentada a formulação analítica do
problema estrutural, e, na sequência, do problema fluido. Para o desenvolvimento do estudo
analítico foram adotados, como referências principais, os trabalhos apresentados por Parmakian
(1963), Larock, Jeppson e Watters (2000), Ghidaoui et al. (2005) e Bernard (2013) sobre a
temática de interesse. Assim, a partir destes, foi elaborado um compilado no qual buscou-se
explicitar algumas etapas, por vezes omitidas. Foram consideradas formulações propostas sob
diferentes perspectivas e que datam de diferentes épocas. Todavia, embora distintas entre si,
todas permanecem válidas e em corrente uso.
Postulada essa primeira parte, a abordagem é voltada à apresentação do equacionamento
do ponto de vista da turbulência e da formulação numérica do problema do golpe de aríete,
voltada diretamente para a simulação numérica por meio do ANSYS-CFX.
3.1 FORMULAÇÃO ANALÍTICA DO PROBLEMA ESTRUTURAL
A base da teoria atual do golpe de aríete remonta aos trabalhos experimentais desen-
volvidos concomitantemente por Johannes von Kries, 1883, em Freibourg, Alemanha, e Jou-
kowsky, 1898, em Moscow, Rússia (TIJSSELING; ANDERSON, 2007).
A equação fundamental do golpe de aríete associa a variação da pressão (∆p) com a
variação da velocidade (∆v) seguindo a relação (TIJSSELING; ANDERSON, 2007):
∆P = ρwa∆v (1)
Onde: ρw é a massa específica do fluido e a, a velocidade do som no fluido contido no
conduto. O termo a também é reportado como velocidade da onda de pressão (BERNARD,
2013).
A Equação (1) é comumente conhecida como equação de Joukowski, sendo ainda cha-
mada de equação de Joukowski-Frizzel ou de Allieve.
Korteweg (1878) define a em função do módulo de Bulk (k) do fluido contido, da massa
específica (ρw ) do fluido, do módulo de elasticidade longitudinal (E) da parede do duto, de sua
geometria espessura (e) e diâmetro (D) e do coeficiente c1, ajustado segundo a disposição da
tubulação3, respeitando a relação (TIJSSELING; ANDERSON, 2007):
a =
√︃
k
ρw(1 + Dkc1eE )
(2)
3 Os valores assumidos por c1 serão abordados adiante no trabalho, considerando-se as três configurações mais
comuns para a disposição dos condutos forçados.
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A Equação 2 será abordada com mais detalhes nas seções subsequentes desse trabalho.
Para entender o fenômeno do golpe de aríete é preciso ter em mente a capacidade dos
materiais de se expandirem ou de se contraírem, sendo a intensidade desses movimentos de-
pendente da pressão aplicada. Esse fenômeno acarreta tensão interna no material, que no caso
de um fluido é transmitida para as paredes do recipiente que o contém e, portanto pode ser
mensurada (GOLDMAN, 1953).
Para a finalidade de análise do golpe de aríete, admite-se que esse ocorra em uma co-
luna de água que escoa em um conduto sob pressão, como é o caso dos condutos forçados.
Um aumento ou diminuição da pressão aplicada resultará em uma compressão ou expansão do
volume do fluido, o que é devido à sua compressibilidade. Assim, é fácil ver que a capacidade
de expansão e compressão da água leva a variações de intensidade da pressão que produzem as
ondas de pressão conhecidas como golpe de aríete (GOLDMAN, 1953).
Dessa forma, a aplicação de uma força na coluna de água gera uma mudança em sua
massa específica, sendo o efeito sentido primeiramente na adjacência do ponto onde fora apli-
cada a força, de forma tal que, se há um aumento na massa específica, resultará um aumento
de pressão; analogamente, uma redução da pressão será observada caso a força aplicada acar-
reta uma variação negativa da massa específica, produzindo, nesse caso, ondas de tensão de
expansão na coluna de água, enquanto naquele, serão geradas ondas de tensão compressivas
(GOLDMAN, 1953).
Assim, uma coluna de água que se move a uma velocidade constante ao longo de um
conduto permanece nessa velocidade, desde que as condições do escoamento se mantenham
inalteradas. O mesmo vale para uma coluna de água que esteja em repouso, o que nada mais
é que a observância da 1a Lei de Newton. Por essa razão, sempre que ocorre uma alteração na
velocidade do escoamento de um conduto fechado sob pressão como consequência da aplicação
de uma força a coluna de água imediatamente começa a ser comprimida ou a sofrer expansão.
Quanto mais rápida for a mudança de velocidade do escoamento, maior será a expansão ou
compressão; logo, maior será a redução ou aumento de pressão (GOLDMAN, 1953).
Assim, se a água é considerada incompressível, admitindo-se constante sua velocidade
através do duto, a equação de Bernoulli governa o escoamento. Entretanto, uma vez que o
regime se torne turbulento, o que de fato ocorre quando há variação na descarga ao longo dos
intervalos de tempo, as variações de pressão ocorrem rapidamente no interior dos condutos e a
equação de Bernoulli não é mais aplicável (PARMAKIAN, 1963).
Desta forma, para obter as leis físicas básicas que regem o golpe de aríete, dois modelos
de coluna de água são considerados: coluna rígida de água e coluna elástica de água. O pri-
meiro modelo assume que as paredes do duto são rígidas e que a água é incompressível. Por
conseguinte, as variações de pressão a partir do ponto de aplicação da força são sentidas imedia-
tamente através do duto. Essa modelagem simplificada é válida para movimentos relativamente
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lentos, como, por exemplo, o fechamento lento de válvulas. Todavia, para movimentos mais
rápidos, o modelo de coluna elástica deve ser aplicado, levando em conta a compressibilidade
da água e a rigidez das paredes do duto (PARMAKIAN, 1963).
Portanto, tendo em vista o escopo desse trabalho, a seção seguinte é dedicada à descrição
das equações aplicadas ao modelo de coluna elástica.
3.1.1 Coluna Elástica de Água
Essa subseção é destinada à formulação do problema analítico, considerando a hipótese
da coluna elástica de água. Para tanto admite-se que (PARMAKIAN, 1963):
• O duto permanece cheio de água ao longo do tempo, sendo o nível do reservatório man-
tido constante durante a manobra;
• A pressão mínima observada é superior à pressão de vapor da água e, portanto, não há
formação de bolhas de gás no líquido e nem a ocorrência de escoamento cavitante;
• A velocidade da água na direção longitudinal é uniforme através da seção transversal;
• A pressão é uniforme através da seção transversal do duto e igual à pressão em sua linha
central.
3.1.1.1 Equação do Momento
A equação do momento para um volume de controle (Fig. (3)) é dada por:∑︁
Fext =
∂
∂t
∫︁
VC
ρwvdV +
∫︁
S C
ρwv(v · n)dA (3)
Figura 3: Volume de Controle: Equação do Momento(GHIDAOUI et al., 2005).
Aplicando a Eq. (3) ao volume de controle apresentado na Fig.(3) e considerando que
as forças atuando externamente sejam (GHIDAOUI et al., 2005):
• A força gravitacional;
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• A força de atrito agindo nas paredes do duto;
• A resultante da diferença de pressão entre as extremidades do volume considerado (gra-
diente de pressão).
Quando δx tende a zero, a equação axial do momento, por unidade de comprimento, será:
∂ρwAv
∂t
+
∂βρwAv2
∂x
= −γAsinα − piDτw − A∂P
∂x
(4)
Onde: γ = ρwg, sendo γ o peso específico; α representa o ângulo entre o duto e o eixo
horizontal e β é o coeficiente de correção do momento 4. Segundo Ghidaoui et al. (2005), a Eq.
(4) pode ser reescrita como:
∂v
∂t
+ v
∂v
∂x
+
1
ρwA
∂(β − 1)ρwAv2
∂x
+ gsinα +
piDτw
ρwA
+
1
ρw
∂P
∂x
= 0 (5)
Cabe agora, breve análise acerca da ordem de magnitude do número de Mach M = U1/a
no golpe de aríete, onde U1 representa a escala de velocidade.Para tanto, procede-se à análise de
escala dos termos, utilizando ρ0aU1 como escala de pressão, T = ξL/a como escala de tempo,
X = aT = ξL como escala de comprimento longitudinal, ρw f U21/8 como escala de cisalhamento
na parede e Td como escala temporal de difusão radial (GHIDAOUI et al., 2005).
Assim, termos adimensionais, indicados por *, as grandezas da Eq. (5) podem ser escri-
tos como:
v* =
v
U1
=
v
Ma
t* =
t
T
=
ta
ξL
x* =
x
aT
(6)
τ*w =
τw8
ρw f U21
ρ* =
ρw
ρ0
⇒ ρw = ρ*ρ0 ⇒ 1
ρw
=
1
ρ*ρ0
P* =
P
ρ0aU1
4 A Equação do Momento é derivada assumindo-se que a velocidade do escoamento seja uniforme em cada
seção; todavia, a velocidade varia ao longo da seção transversal e, por conseguinte, o valor real do momento
difere daquele calculado admitindo-se velocidade média. O fator de correção do momento corrige tal diferença.
Mais detalhes podem ser encontrados em Balachandran (2011).
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Aplicando as escalas descritas no conjunto de Eq. (6) à Eq. (5) ter-se-ão, termo a termo,
os seguintes resultados:
∂v
∂t
=
Ma∂v*
T∂t*
v
∂v
∂x
= v*Ma
Ma∂v*
aT∂x*
⇒ v∂v
∂x
=
M2av*
T
∂v*
∂x*
∂(β − 1)v*2(Ma)2
∂x*aT
=
∂(β − 1)M2a
∂x*
v*2
T
(7)
gsinα
Ma
T
T
Ma
=
Ma
T
gsinα
ξL
a
1
U1
piD
ρA
ρ f U21τ
*
w
8
=
pi
8
D
A
f (Ma)2τ*w ≈
1
2D
f (Ma)2τ*w
T
T
⇒ piD
ρA
ρ f U21τ
*
w
8
=
Ma
T
1
D
f
2
τ*wMaT
=
Ma
T
1
D
f
2
τ*wMa
ξL
a
⇒ piD
ρA
ρ f U21τ
*
w
8
=
Ma
T
1
D
f
2
τ*wMξL
1
ρw
∂P
∂x
=
1
ρ*ρ0
ρ0aU1
aT
∂P
∂x*
⇒ 1
ρw
∂P
∂x
=
1
ρ*
Ma
T
∂P*
∂x*
⇒ 1
ρw
∂P
∂x
=
ρ0
ρw
Ma
T
∂P*
∂x*
Assim, pode-se reescrever a Eq. (5) em termos adimensionais como:
Ma
T
∂v*
∂t*
+
M2av*
T
∂v*
∂x*
+
∂(β − 1)M2a
T
v*2
∂x*
+
Ma
T
gsinα
ξL
a
1
U1
+
Ma
T
1
D
f
2
τ*wMξL (8)
+
ρ0
ρw
Ma
T
∂P*
∂x*
= 0
A Equação (8) pode ser, dividindo-se todos os termos por Ma/T , reescrita como:
∂v*
∂t*
+ Mv*
∂v*
∂x*
+ Mv*2
∂(β − 1)
∂x*
+ gsinα
ξL
a
1
U1
+ M
ξL
D
f
2
τ*w +
ρ0
ρw
∂P*
∂x*
= 0 (9)
De fato, para o golpe de aríete, M varia, geralmente, entre 10−2 e 10−3 (GHIDAOUI et
al., 2005). Com M ≪ 1, a Eq. (8) pode ser simplificada, e se torna:
∂v*
∂t*
+ gsinα
ξL
a
1
U1
+
ρ0
ρw
∂P*
∂x*
= 0 (10)
Reescrevendo a Eq. (10) em termos dimensionais, tem-se:
∂(v/U1)
∂(ta/ξL)
+ gsinα
ξL
U1a
+
ρ0
ρw
∂(P/ρ0U1a)
∂(x/ξL)
= 0 ⇒ ∂v
a∂t
+ g
sinα
a
+
1
aρw
∂P
∂x
= 0 (11)
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Finalmente, reorganizando os termos, chega-se a:
∂v
∂t
+
1
ρw
∂P
∂x
+ gsinα = 0 (12)
Pela definição de altura piezométrica, tem-se que: P/ρ0g = H − Z, onde H é a queda
piezométrica, também denominada linha hidráulica. Tal equação pode ser derivada de Bernoulli,
donde vem que: P/γ + v2/2g + Z = constante.Dado que, da Fig. (3), sinα = ∂Z/∂x, então a
Eq.(12) se torna:
∂v
∂t
+ g
ρ0
ρw
∂(H − Z)
∂x
+ g
∂Z
∂x
= 0 ⇒ ∂v
∂t
+ g
ρ0
ρw
∂H
∂x
− g ρ0
ρw
∂Z
∂x
+ g
∂Z
∂x
= 0 (13)
Posto que para o golpe de aríete, onde M ≪ 1, ρ0 ≈ ρw, tem-se:
∂v
∂t
+ g
∂H
∂x
− g∂Z
∂x
+ g
∂Z
∂x
= 0 (14)
Finalmente, tem-se:
∂v
∂t
+ g
∂H
∂x
= 0 (15)
Na formulação apresentada por Ghidaoui et al. (2005) na parcela à esquerda da igual-
dade (Eq. (15)) aparece um termo adicional dado por piDτw/ρwA, sendo τw a tensão cisalhante
na parede. Suprimido em alguns casos, τw deve ser tomando em conta em situações para as
quais o tempo de simulação exceda o primeiro ciclo de sobrepressão e depressão, sendo igual-
mente importante sob as seguintes considerações: dutos muito longos, dutos de diâmetros muito
pequenos ou em casos de fator de atrito significante. Além disso, se a escala de tempo de di-
fusão radial for superior ao tempo de viagem da onda de pressão, τw também será influente,
posto que o gradiente de velocidade radial não terá tempo suficiente para retomar as condições
iniciais(GHIDAOUI et al., 2005).
De outro modo, atribui-se valor zero à τw desde que o termo adimensional Γ = (ξLM f /2D)+
(ξTd/L/a) seja menor que a unidade. Essa condição é satisfeita para os primeiros estágios do
transiente. Dessa forma, e posto que para o golpe de aríete o primeiro ciclo de onda de pressão
conduza à resultados satisfatórios independentemente do uso de τw (GHIDAOUI et al., 2005).
Por outro lado, supõe-se um duto de comprimento arbitrariamente pequeno dx. Dada a
situação sob análise, a equação linear para escoamento permanente não se aplica. Entretanto,
é possível considerar uma movimentação no sistema de coordenadas (Fig. (4)) a fim de que o
escoamento transiente se assemelhe àquele permanente permitindo escrever:∑︁
Fext = (
∑︁
Q˙ρwv)out − (
∑︁
Q˙ρwv)in (16)
Ao mover o sistema de referência a uma velocidade a (velocidade de propagação da onda
de pressão) sob todos os aspectos o regime transiente passa a se comportar como permanente.
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Figura 4: Translação do sistema de coordenadas (Adaptado de Larock, Jeppson e Watters
(2000)).
Dessa forma, considerando-se apenas a componente paralela ao duto e admitindo-se que o fluxo
entra e sai por uma única seção transversal ao longo do comprimento dx, a Eq. (16) se torna:∑︁
Fext = Q˙ρw(vout − vin) (17)
Explicitando-se as forças externas atuantes em um volume de controle especificado (Fig.
(5)), tem-se:
Figura 5: Forças atuantes sobre o Volume de controle - Equação do Momento (Adaptado de
Larock, Jeppson e Watters (2000)).
O força indicada por Fs, causada pelo atrito lateral, é proporcional ao comprimento dx
e portanto, pode ser desprezada; o mesmo ocorre para F3, uma vez que o abaulamento do duto
seja irrisório. Logo, a equação do momento (Eq. (17)) será dada por:
F1 − F2 = Q˙ρw[(v + ∆v + a) − (v + a)] (18)
Considerando que no ponto 1 atue uma pressão P0 e, por conseguinte, em 2, P0 + ∆P,
então:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ F1 = P0AF2 = (P0+)(A + δA) (19)
Assim, o termo à esquerda da igualdade na Eq. (18) será reduzido a: −A∆P = −A∆Hγ.
Portanto:
−γ∆HA = Q˙ρw∆v (20)
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Reescrevendo, na Eq.(20), o fluxo mássico Q˙ como (v + a)A, tem-se:
−γ∆H = ρw(v + a)∆v (21)
Logo, reorganizando os termos expressos na Eq.(21):
∆H = −ρw
γ
(v + a)∆v = −1
g
(v + a)∆v = −a
g
(1 +
v
a
)∆v (22)
Recuperando M = v/a ≪ 1, então a Eq.(22) se torna:
∆H = −a
g
∆v (23)
A Equação (23) é outra forma da equação fundamental de Joukowski (Eq. (1)) para o
golpe de aríete, relacionando a variação de pressão e a variação da velocidade do escoamento.
Na forma apresentada na Eq. (23), tem-se a onda de pressão do golpe de aríete movendo-se
de montante a jusante do escoamento; para uma onda tomada de jusante a montante ter-se-á
(GHIDAOUI et al., 2005):
∆H =
a
g
∆v (24)
O resultado indicado na Eq.(24), equivale ao apresentado na Eq. (15), obtido a partir
dessa, considerando-se o golpe de aríete em um duto de comprimento L, similarmente ao que
fora feito, e definindo-se a posição do fenômeno em um tempo t como x = L − at: admitindo,
para a Eq. (15), o intervalo de integração [L − at − , L − at + ], onde  representa a distância
em relação à frente de onda de pressão, tendo em vista a regra de Leibnitz e tomando o limite
quando  → 0 (GHIDAOUI et al., 2005).
3.1.1.2 Equação da Continuidade
A equação da continuidade é a segunda EDP que relaciona a pressão e a velocidade, le-
vando em conta tanto a rigidez do duto quanto a compressibilidade da água. Ambos os aspectos
serão discutidos em subtópicos distintos, sendo concatenados no momento oportuno adiante.
A passagem da onda de pressão característica do golpe de aríete afeta o sistema fluido-
estrutura, influenciado tanto devido à rigidez do duto quanto pela compressibilidade da água.
Considera-se a variação de comprimento de um elemento de água, dado o comprimento
inicial dx, entre os instantes t e t + δt, antes e após a passagem da onda de pressão ocasionada
pelo golpe de aríete, respectivamente (PARMAKIAN, 1963). A Figura(6) representa o elemento
de água antes de sofrer o impacto da onda de pressão do golpe de aríete; a Fig.(7), mostra o
elemento de água após o fenômeno.
O comprimento BD pode ser escrito em função da variação média da velocidade no
espaço e no tempo e do intervalo de tempo dt como:
BD =
(︃
v +
1
2
∂v
∂x
BD +
1
2
∂v
∂t
dt
)︃
dt (25)
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Figura 6: Elemento de água no instante t que antecede o golpe de aríete(Adaptado de Bernard
(2013)).
Figura 7: Elemento de água no instante t + δt após o golpe de aríete(Adaptado de Bernard
(2013)).
Analogamente:
CF =
[︃(︃
v +
∂v
∂x
dx
)︃
+
1
2
∂
∂x
(︃
v +
∂v
∂x
dx
)︃
CF +
1
2
∂
∂t
(︃
v +
∂v
∂x
dx
)︃
dt
]︃
dt (26)
A mudança no comprimento do elemento de água entre os instantes t e t + δt é obtida
pela diferença BD −CF, subtraindo-se a Eq (26) da Eq.(25) :
BD −CF = vdt + 1
2
∂v
∂x
BDdt +
1
2
∂v
∂t
dt2 − vdt − ∂v
∂x
dxdt − 1
2
∂v
∂x
CFdt (27)
−1
2
∂2v
∂x2
CFdxdt − 1
2
∂v
∂t
dt2 − 1
2
∂2v
∂t∂x
dxdt2
Reorganizando os termos da Eq.(27) e desprezando aqueles muito pequenos, nesse caso
referentes às derivadas de segunda ordem:(︃
BD − 1
2
∂v
∂x
BDdt
)︃
−
(︃
CF − 1
2
∂v
∂x
CFdt
)︃
=
∂v
∂x
dxdt (28)
Os termos à esquerda da igualdade, Eq.(28), podem ser reescritos considerando-se que
tanto do segmento BD quanto do CF subtraem-se quantidades ínfimas, se comparadas ao valor
propriamente dito de tais segmentos, assim:
BD −CF = −∂v
∂x
dxdt (29)
A Equação (29) representa a variação do comprimento do elemento de água: tal variação
deve considerar os efeitos tanto da rigidez do duto quanto da compressibilidade da água; essas
influências são calculadas na sequência.
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3.1.1.2.1 Rigidez do duto
A variação no comprimento do elemento de água, δLP, devido à rigidez do duto, sendo
A = piD2/4 a área da seção transversal do duto, é dada por (BERNARD, 2013):
δLP =
δV
A
(30)
Conforme já mencionado, a mudança na pressão acarreta, no duto, efeito de expansão
ou contração, produzindo nesse uma variação dimensional a fim de que o mesmo volume de
água, considerado a priori, seja abarcado a posteriori do fenômeno do golpe de aríete.
Seguindo esse raciocínio, deve-se atentar ao fato de que, quando um duto é submetido a
uma pressão interna, concomitantemente à origem de uma expansão diametral σh, ocorre uma
contração longitudinal σl, de magnitude proporcional à primeira, estando essas relacionadas
pelo coeficiente de Poisson ν, dado pela razão entre a deformação induzida e a deformação
aplicada. Portanto, ambas as contribuições devem ser consideradas na variação de volume do
duto (HIBBELER, 2010).
Dessa forma, considerando as direções transversal e longitudinal, a deformação especí-
fica  resultante em uma direção será a soma da deformação específica direta nessa direção com
aquela induzida devido à tensão aplicada na outra direção. Logo, para tensões bidimensionais
aplicadas a dutos de paredes finas:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
σl = E
(︁
εl+νεh
1−ν2
)︁
εl =
σl−νσh
E
⇒
σh = E
(︁
εh+νεl
1−ν2
)︁
εh =
σh−νσl
E
(31)
Considerando que, para as ondas de pressão do golpe de aríete existam tensão e defor-
mação residuais no duto, causadas pelo fluxo estacionário, o conjunto de Eq. (31) é considerado
na forma incremental; assim:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
∆σl = E
(︁
∆εl+ν∆εh
1−ν2
)︁
∆εl =
∆σl−ν∆σh
E
⇒
∆σh = E
(︁
∆εh+ν∆εl
1−ν2
)︁
∆εh =
∆σh−ν∆σl
E
(32)
Dessa forma, a variação total de volume do duto δV será:
δV = δVc + δVl (33)
Onde, δVc representa a variação no volume, causada pela deformação circunferencial e
δVl, aquela oriunda da deformação longitudinal. Sendo r o raio do duto, D seu diâmetro e dx o
comprimento inicial:
δVc = pi(r + δr)2dx − pir2dx (34)
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δVc = pi(r2 + 2rδr + δr2)dx − pir2dx ⇒ δVc (35)
= pir2dx − pir2dx + 2pirδrdx + piδr2dx
Como piδr2dx ≈ 0, na Eq.(35) tem-se que:
δVc = 2pirδrdx ⇒ δVc = piDδD2 dx (36)
Para um corpo, a deformação específica ε está atrelada ao alongamento ou à contração
δl e ao seu comprimento inicial l pela relação δl = εl. Por analogia, e considerando a existência
de tensões e deformações residuais para o fenômeno em análise:
δD = D∆εc (37)
Assim, a Eq.(36) se torna:
δVc =
1
2
piD2∆εcdx (38)
Similarmente (Eq.(39) - Eq.(41)):
δVl = pir2(dx + δx)2 − pir2dx ⇒ δVl = pir2dx − pir2dx + pir2δx ⇒ δVl = pir2δx (39)
Logo:
δVl = pi
D2
4
δx (40)
Sabendo que δx = dx∆εl, então:
δVl = pi
D2
4
∆εldx (41)
Finalmente, a Eq.(33) é reescrita como:
δV = pi
D2
4
(∆εl + 2∆εc) δx (42)
Substituindo os valores de ∆εl e ∆εc (Eq.(32)) na Eq. (42), tem-se:
δV = pi
D2
4E
[(∆σl − ν∆σc) + 2 (∆σc − ν∆σl)]dx (43)
Finalmente, considerando-se a relação dada pela Eq.(30):
δLP =
1
E
[(∆σl − ν∆σc) + 2 (∆σc − ν∆σl)]dx (44)
Para a determinação dos valores de ∆σl e ∆σc, tomados como condições de contorno,
três situações distintas são tipicamente consideradas (BERNARD, 2013):
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1. Duto engastado em uma extremidade e livre na outra, podendo se deslocar na longitudi-
nal;
2. Duto engastado na longitudinal ao longo de todo o seu comprimento;
3. Duto com juntas de expansão, entre os engastes, ao longo de todo o duto.
Partindo da situação 1 e considerando-se o duto como um vaso de pressão cilíndrico de
paredes finas, segundo Hibbeler (2010), tem-se que:
Figura 8: (a)Tensões em vasos de pressão cilíndricos de paredes finas: (b) tensão circunferen-
cial/ transversal e (c)tensão longitudinal (Adaptado de Hibbeler (2010)).
Tomando-se a Figura8 (b), considerando-se apenas as cargas na direção x, desenvolvidas
por σc, atuante sobre toda a parede do vaso, e pela pressão atuante na face vertical seccionada
do fluido, tem-se que:∑︁
Fx = 0 ⇒ 2σc (dy · e) − P (Ddy) = 0 (45)
∴ σc =
P (Ddy)
2 (dy · e) (46)
Reescrevendo a Eq.(46) e tomando-na em termos incrementais:
∆σc =
∆PD
2e
(47)
Tomando agora a Figura 8(c), nota-se que σl age sobre toda a parede, sendo P a pressão
exercida pelo fluido ao longo de toda a seção de fluido. Assim:∑︁
Fy = 0 ⇒ 2σl (2pir · e) − P
(︁
pir2
)︁
= 0 (48)
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σl =
P
(︁
pir2
)︁
(2pir·) → σl =
Pr
2e
(49)
Logo, em termos incrementais, a Eq.(49) será dada por:
∆σl =
∆PD
4e
(50)
Por conseguinte, analisando os resultados expressos pelas Eq. (47) e (50):
∆σc = 2∆σl (51)
Assim, a Eq. (44) pode ser reescrita, explicitando-se os termos de tensão e considerando
∆P = γ∆H, como:
δLP =
γ∆HD
Ee
(︃
5
4
− ν
)︃
dx (52)
De fato, para a tensão circunferencial na parede do duto, assume-se que as condições
estáticas, sob as quais o valor de σc foi calculado na Eq. (47), aproximam satisfatoriamente o
comportamento dinâmico, hipótese validada ao longo dos anos por meio de resultados experi-
mentais.
Entretanto, ao passo que o resultado da Eq. (47) é válida para todos os tipos de restri-
ção definidas nas situações1, 2 e 3, a relação tensão-deformação longitudinal varia conforme a
restrição imposta (LAROCK; JEPPSON; WATTERS, 2000).
Dessa forma, o resultado da Eq. (50) apenas é aplicável à situação 1, ou seja, conside-
rando um duto engastado em uma extremidade e livre na outra, podendo se deslocar na longitu-
dinal. Por outro lado, se o duto estiver rigidamente engastado ao longo de todo o comprimento
longitudinal, situação 2, então não haverá deformação axial, ou seja εl = 0 e, por conseguinte,
∆σl = ν∆σc. Logo, a Eq. (44) será:
δLP =
γ∆HD
Ee
(︁
1 − ν2
)︁
dx (53)
Finalmente, caso o duto possua juntas de expansão, situação 3, ∆σl = 0, não havendo
interesse sobre o valor de ∆εl. E nesse caso, a Eq. (44) se torna:
δLP =
γ∆HD
Ee
(︂
1 − ν
2
)︂
dx (54)
Note, portanto, que a Eq. (44) foi reescrita de três formas distintas, segundo as restrições
impostas. Dessa forma, define-se uma equação de recorrência dada por:
δLP =
γ∆HD
Ee
c1dx (55)
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A constante c1 assume os valores: 54 − ν para a situação 1, 1 − ν2 na situação 2 e 1 − ν2 ,
na condição 3.
Apenas para esclarecimento, em algumas referências, como Tullis (1989), podem ser
encontrados valores de C1 distintos dos aqui apresentados: considerando-se as mesmas situa-
ções, 1, 2 e 3, c1 é dado, respectivamente por: 1− 12ν, 1−ν2 e 1. Isso se deve ao fato de admitir-se,
no cálculo da variação do volume, apenas a contribuição longitudinal, reduzindo-se, em última
instância, a Eq. (44) a δLP = 1E (∆σl − ν∆σc) dx. Todavia, no presente trabalho, seguiu-se a
recomendação de Parmakian (1963), Larock, Jeppson e Watters (2000) e Bernard (2013), e,
portanto, ambas as contribuições - longitudinal e circunferencial - foram tomadas na variação
do volume duto.
3.1.1.2.2 Compressibilidade da água
Os efeitos da compressibilidade da água também devem ser considerados na variação
do comprimento do elemento de água: o aumento de pressão causado pelo golpe de aríete causa
redução no volume de água (LAROCK; JEPPSON; WATTERS, 2000).
Sendo k o módulo de Bulk da água, a variação no volume de água (δVw), sendo V0 o
volume inicial do fluido e dx o comprimento inicial do elemento de água, pode ser escrita como
(PARMAKIAN, 1963) e (BERNARD, 2013):
δVw =
γ∆HV0
k
(56)
Dessa forma, a Eq. (56) será:
δVw =
γ∆H
k
(︁
pir2dx
)︁
(57)
Finalmente, a variação no comprimento do elemento de água devido à compressibili-
dade da água, seguindo novamente a relação da Eq. (30), é dada por (PARMAKIAN, 1963) e
(BERNARD, 2013):
δLw =
γ∆H
k
dx (58)
Assim, a variação total no comprimento do elemento dada pela Eq. (29) equivale à soma
da variação de comprimento devido à rigidez do duto, Eq. (55), e devido à compressibilidade
da água, Eq. (58):
−∂v
∂x
dxdt =
γ∆HD
Ee
c1dx +
γ∆H
k
dx (59)
Em forma compacta, e tomando dH, escreve-se a Eq. (59) como:
−∂v
∂x
dxdt = γdH
(︃
Dc1
Ee
+
1
k
)︃
dx (60)
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Para tratar o termo de pressão dH, deve-se considerar que, assim como ocorre para a
velocidade v, H = H(x, t). Portanto:
dH =
∂H
∂x
dx +
∂H
∂t
dt (61)
Convenientemente, escreve-se a Eq. (61):
dH =
(︃
∂H
∂x
v +
∂H
∂t
)︃
dt (62)
Assim, substituindo o resultado da Eq. (62) na Eq. (60), tem-se:
−∂v
∂x
dxdt = γ
(︃
∂H
∂x
v +
∂H
∂t
)︃ (︃
Dc1
Ee
+
1
k
)︃
dxdt (63)
Logo, a Eq. (63) será:
−∂v
∂x
= γ
(︃
∂H
∂x
v +
∂H
∂t
)︃ (︃
Dc1
Ee
+
1
k
)︃
(64)
Finalmente:
∂H
∂t
+ v
∂H
∂x
= −∂v
∂x
[︃
γ
(︃
Dc1
Ee
+
1
k
)︃]︃−1
(65)
Segundo Bernard (2013), a variação da pressão em relação à posição é insignificante
frente à variação no tempo; dessa forma reescreve-se a Eq. (65) como:
∂H
∂t
+
∂v
∂x
[︃
ρg
(︃
Dc1
Ee
+
1
k
)︃]︃−1
= 0 (66)
Na Equação (66), sendo ρ = ρw, identifica-se o termo de velocidade da onda de pressão
(a) reportado na Eq. (2). Assim:
∂H
∂t
+
a2
g
∂v
∂x
= 0 (67)
Percebe-seque o termo a é reportado na formulação das duas EDPs constituintes do
sistema de equações governantes do golpe de aríete. Dessa forma, a seção seguinte é destinada
ao tratamento desse termo, a partir da Equação da Continuidade.
3.1.1.3 Velocidade da Onda de Pressão
Para o cálculo da velocidade da onda de pressão, é necessário considerar, novamente,
a rigidez do duto e a compressibilidade da água. Entretanto, essas quantidades são tomadas
separadamente e então acopladas no momento oportuno.
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Assim, da rigidez do duto, advém o valor da variação do volume δV e da compressibili-
dade da água, a quantidade δρ.
Todavia, primeiramente, é necessário trabalhar a compressibilidade da água sob outra
perspectiva. Recuperando aqui o fato de que o aumento de pressão causado pelo golpe de aríete
causa redução no volume de água, então ρV = constante (LAROCK; JEPPSON; WATTERS,
2000). Logo: Vδρ + ρδV = 0. Portanto (BERNARD, 2013):
δρ = −ρδV
V
(68)
Posto que k seja o módulo de Bulk dado por:
k = − dP
dV/V
(69)
Então, admitindo dV ≈ δV , a Eq. (68) é dada por:
δρ = ρ
dP
k
(70)
Finalmente, posto que dP = γdH, então reescreve-se a Eq. (70) como:
δρ = ργ
dH
k
(71)
Durante o intervalo de tempo requerido para a passagem da onda de pressão através do
volume de controle considerado, a massa acumulada na seção pode ser expressa por (LAROCK;
JEPPSON; WATTERS, 2000):
δm = ρvAδt − (ρ + δρ) (v + ∆v) (A + δA) δt (72)
Abrindo a expressão e desconsiderando os termos que se tornam irrisórios, a Eq. (72)
pode ser reescrita, em relação ao comprimento do duto dx e à velocidade a da onda, como:
δm = −ρA∆vdx
a
(73)
Por outro lado a massa acumulada pode ser computada subtraindo-se a massa existente
antes da passagem da onda de pressão, daquela observada depois. Dessa forma, considerando-se
massa como o produto entre massa específica e volume, tem-se:
δm = (ρ + δρ) (V + δV) − ρV (74)
Logo, igualando as Eq. (73) e (74):
ρδV + Vδρ = −ρA∆vdx
a
(75)
Capítulo 3. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA 40
Os valores de δV = δLP ·A e δρ são obtidos das Eq. (55) e (71), respectivamente. Assim,
a Eq. (75) se torna:
Aρ
γ∆HD
Ee
c1dx + Vργ
dH
k
= −ρA∆vdx
a
(76)
Admitindo-se que o volume V pode ser reescrito como o produto entre A e dx, então
para Eq. (76):
Aρ
γ∆HD
Ee
c1dx + Adxργ
dH
k
= −ρA∆vdx
a
(77)
Assumindo que ∆H ≈ dH e simplificando a Eq. (77):
γdH
(︃
Dc1
Ee
+
1
k
)︃
= −∆v
a
(78)
Tomando-se a forma da equação fundamental de Joukowski expressa na Eq. (23) tem-se
que:
−a
g
∆vγ
(︃
Dc1
Ee
+
1
k
)︃
= −∆v
a
(79)
Manipulando-se chega-se a:
a2ρ
(︃
Dc1
Ee
+
1
k
)︃
= 1 (80)
Finalmente, reorganizando os termos, e sabendo-se que, nesse caso, ρ = ρw tem-se a
expressão para a velocidade do som na água, também denominada celeridade do som, dada por:
a =
√︃
k
ρw
(︁
1 + Dkc1Ee
)︁ (81)
A Equação (81) é conhecida como equação de Korteweg, conforme reportado no início
da seção 3.1, Eq. (2).
3.1.2 Conclusões da Formulação Analítica do Problema Estrutural
Essa subseção apenas é destinada à recuperar as duas equações que constituem o sis-
tema governante do golpe de aríete, cujas formulações foram desenvolvidas ao longo das seções
3.1.1.1 e 3.1.1.2. Assim, as equações diferenciais parciais que relacionam as variáveis depen-
dentes (pressão e velocidade) e as variáveis independentes (posição no espaço e o tempo) são
sintetizadas:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∂v
∂t + g
∂H
∂x = 0
∂H
∂t +
a2
g
∂v
∂x = 0
(82)
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3.2 FORMULAÇÃO ANALÍTICA DO PROBLEMA FLUIDO
O golpe de aríete H pode ser teoricamente calculado admitindo-se que a variação total
da quantidade de movimento é igual à impulsão da força na seção próxima à válvula.
Partindo de Souza, Santos e Bortoni (2009). Sendo o impulso dado por I =
∫︀ tv
0
∆Fdt e
a variação da quantidade de movimento, sendo V o volume, A, a área da seção transversal e L,
seu comprimento, é ∆Q = ∆ (mv) = ∆ (ρVv) = ∆
(︁
γ
g ALv
)︁
. Considerando que:
• ∆F varie linearmente no tempo;
• ∆F = ∆F1
tv
t , onde tv representa o tempo de fechamento da válvula;
• ∆F1 = PA;
• Em termos de metros de coluna de água a pressão seja dada por (P = ρwgH = γH).
Então:∫︁ tv
0
∆Fdt =
γHA
tv
∫︁ tv
0
tdt = γHA
t2v
2tv
= γHA
tv
2
(83)
Logo, a Eq. (83) se torna:
γHA
tv
2
=
γ
g
ALv (84)
Finalmente, reescrevendo a Eq. (84):
H =
2Lv
gtv
≈ 0, 2Lv
tv
(85)
A Eq. (85) é conhecida como Fórmula de Micheaud; tal equação desconsidera tanto a
compressibilidade da água quanto a rigidez do duto.
Sendo T definido como semiperíodo5 dado por:
T (s) = 2L/a (86)
Assim sendo, H (Eq. (85)) pode ser reescrito como:
H =
Tav
gtv
(87)
Segundo o valor de T :
• tv < T , tem-se uma manobra rápida;
5 Semiperíodo: tempo que a onda de pressão do golpe de aríete leva para se deslocar da válvula até a barragem,
retornando, em seguida, até a válvula.
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• tv = T , tem-se uma manobra crítica e
• tv > T , tem-se uma manobra lenta.
Allievi demonstrou que a fórmula de Micheaud (Eq. (85)) só é aplicável para manobras
lentas, definindo então para manobras rápidas:
H =
av
g
(88)
A Equação (88) foi desenvolvida analiticamente na seção 3.1.1.1; para descrevê-la em
termos da pressão P, segue-se que:
ρwgH = ρwav (89)
P = ρwav (90)
Tomando-se a Eq. (90) em sua forma incremental, chega-se a:
∆P = ρwa∆v (91)
O que recupera a equação fundamental do golpe de aríete: seção 3.1, Eq. (1).
Sendo a a velocidade da onda de pressão, também chamada celeridade, dada por:
a =
√︃
k*
ρw
(92)
O termo k* é o módulo efetivo de Bulk, que contempla os efeitos combinados da com-
pressibilidade do fluido e da rigidez do duto (TIJSSELING; ANDERSON, 2007). Assim:
k* =
k(︁
1 + DkC1Ee
)︁ (93)
O que retoma o resultado obtido na seção 3.1.1.3, concatenando em sua totalidade a
formulação analítica do problema do golpe de aríete, tanto do ponto de vista estrutural, item
3.1, quanto do ponto de vista fluido, item 3.2.
3.3 FORMULAÇÃO DE TURBULÊNCIA EM FLUIDOS
A modelagem da turbulência é requerida na análise do golpe de aríete, fenômeno que na
maioria dos casos, bem como ocorre para a maioria dos escoamentos encontrados na natureza
e em aplicações práticas, caracteriza escoamento turbulento (GHIDAOUI et al., 2005). Dessa
forma, essa seção aborda alguns aspectos desse campo da mecânica dos fluidos, sem, todavia,
intencionar desenvolver estudo exaustivo nesse âmbito.
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A turbulência, bem como o campo correlato da transição à turbulência a partir de um
regime laminar, figuram entre os assuntos científicos mais seriamente pesquisados no último
século. Isso pode ser associado, em parte, à presença do comportamento turbulento em qualquer
sistema dinâmico, desde que este seja caracterizado por um alto número de graus de liberdade,
apresentando, portanto, alto número de Reynolds. Por conseguinte, o conhecimento acerca dos
mecanismos físicos governantes de tal fenômeno é de caráter fundamental (SILVEIRA-NETO,
2002a) e (MÖLLER; SILVESTRINI, 2004).
Os escoamentos turbulentos são altamente instáveis, apresentando flutuações dependen-
tes do tempo e da posição no espaço. Um escoamento laminar se torna turbulento como re-
sultado de instabilidades hidrodinâmicas, as quais estão relacionadas à interação bastante com-
plexa entre os termos viscosos e aqueles termos inerciais não-lineares representados nas equa-
ções de movimento. Soluções gerais ainda não são possíveis devido à inexistência de modelos
matemáticos suficientemente desenvolvidos para as equações diferenciais parciais não linea-
res; atrelando-se a isso as aleatoriedades do sistema, as equações que regem a turbulência se
tornam quase intratáveis, fazendo desse, um dos principais fenômenos físicos sem solução na
atualidade (TENNEKES; LUMLEY, 1972), (DAVIDSON, 2004) e (BATCHELOR, 2010).
De fato, a presença de perturbações randômicas é inevitável em um sistema real; se tais
perturbações forem extintas, o escoamento permanecerá estável; entretanto, uma vez que essas
tomem maiores proporções, o escoamento passará a obedecer a regime turbulento. Tal transição
pode ser observada especialmente para escoamentos laminares submetidos a condições críticas
de velocidade e forças, por exemplo (BATCHELOR, 2010). Por outro lado, a turbulência não
se mantém por si só, dependendo, portanto, da obtenção de energia a partir do ambiente na
qual se desenvolve. Dessa forma, caso inexista mecanismo de manutenção, o número de Rey-
nolds diminui, e, como consequência, o escoamento tende a voltar ao regime laminar inicial
(TENNEKES; LUMLEY, 1972).
Portanto, conforme mencionado anteriormente, a turbulência se desenvolve a altos nú-
meros de Reynolds, sendo tanto a transição de regime de laminar para turbulento quanto a
manutenção da turbulência dependentes desse parâmetro. Definindo-se aqui o número de Rey-
nolds como a razão entre os efeitos convectivos não lineares, que atuam como amplificadores
de perturbações e geradores de instabilidades, e os efeitos difusivos, que por sua vez inibem
a formação de instabilidades, o regime turbulento depende da importância relativa entre tais
efeitos, ocorrendo para Reynolds maior que a unidade (SILVEIRA-NETO, 2002b).
O alto número de Reynolds é uma das especificidades da turbulência. De fato, apesar
dos estudos empreendidos nesse campo, o conhecimento atual ainda não permite definição fe-
chada para a turbulência, preferindo-se assim, reconhecê-la através de características que lhe são
próprias, algumas das quais são elencadas na sequência (DAVIDSON, 2004) , (MÖLLER; SIL-
VESTRINI, 2004), (POPE, 2011), (SILVEIRA-NETO, 2002a) e (SILVEIRA-NETO, 2002b):
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• Irregularidade. Tal característica é atribuída à desorganização presente em um escoamento
turbulento. O fato é que, apesar de as equações governantes (equações de Navier-Stokes,
tratadas adiante) serem perfeitamente determinísticas, o campo de velocidade turbulento
apresenta comportamento bastante aleatório. Assim, apesar da existência de equações re-
gendo o fenômeno, a não-linearidade do problema torna impraticável o desenvolvimento
de uma análise determinística completa, recorrendo-se, finalmente, aos métodos estatísti-
cos para tratamento desses escoamentos. O ponto essencial é que, embora as propriedades
detalhadas do campo de velocidade sejam imprevisíveis, suas propriedades estatísticas
são reproduzíveis. Em suma, isso implica dizer que qualquer teoria de turbulência deve
ser uma teoria estatística. A aplicação da estatística conduz à resultados suficientes para
as análises recorrentes no campo da engenharia.
• Difusividade. A turbulência aumenta drasticamente o poder de difusão nos escoamentos
sobre os quais atua, como consequência direta de flutuações de velocidade. Estas flutua-
ções potencializam o contato entre partículas portadoras de propriedades físico-químicas
em diferentes quantidades. Como consequência, surgem fortes gradientes.
• Multiplicidade de escalas. Como consequência do elevado número de graus de liberdade
característico, as instabilidades presentes nos escoamentos turbulentos são compostas por
outras instabilidades, cujo comprimento de onda é menor que aquele observado para as
primeiras. Em outras palavras, as grandes escalas produtoras de energia são compostas
por escalas menores dissipadoras de energia; assim, a transferência de energia entre dife-
rentes escalas (cascata de energia) é devida à interação entre as múltiplas escalas existen-
tes nos escoamentos turbulentos.
• Dissipatividade. As tensões de cisalhamento, intensificadas nos escoamentos turbulentos,
conduzem à transformação de energia cinética em térmica através da dissipação viscosa,
cujo efeito está diretamente relacionado aos gradientes oriundos das flutuações de veloci-
dade. Assim, quanto mais intensas essas flutuações maior o efeito dissipativo. Portanto, a
turbulência entra em regime de decaimento rápido, necessitando de inserção contínua de
energia para sua manutenção.
• Rotacionalidade e Tridimensionalidade. A turbulência apenas ocorre em escoamentos que
apresentem rotacionalidade, estando o processo de transição à turbulência, o qual leva a
estados altamente rotacionais, relacionado à geração de vorticidade. Os vórtices advém
de instabilidades diversas, como: as instabilidades rotacionais de Kelvin-Helmholtz (pre-
sentes nos escoamentos turbulentos cisalhantes livres); as instabilidades em grampo de
cabelo (originárias das ondas de Tolmien-Schlichting que se degeneram em turbulência
tridimensional) e as instabilidades de Couette-Taylor (que se desenvolvem para escoa-
mentos entre cilindros concêntricos rotativos). Nesses dois últimos casos, as instabilida-
des (grampo de cabelo e Couette-Taylor) se degeneram em turbulência tridimensional.
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Além disso, tomando a equação de Helmholtz6 pode-se demonstrar que em escoamen-
tos bidimensionais a cascata de energia deixa de existir, descaracterizando a turbulência;
como consequência direta, conclui-se que todo escoamento turbulento deve ser tridimen-
sional. Faz-se nesse item uma breve explanação acerca de um ponto de interesse para esse
estudo, mais precisamente no que diz respeito ao tipo de escoamento desenvolvido no
golpe de aríete no interior de condutos forçados: esse escoamento se caracteriza como es-
coamento turbulento confinado, podendo ser entendido como problema de camada limite.
Tal definição conduz à outra, de maior relevância no presente contexto: em escoamentos
que se desenvolvem na presença de paredes, a geração de instabilidades e a amplificação
das perturbações decorrem dos efeitos viscosos, falando-se então em instabilidades de
natureza viscosa; diferentemente, por exemplo, do percebido para os escoamentos cisa-
lhantes livres caracterizados pela ausência de obstáculos nos quais as instabilidades que
se desenvolvem são de natureza cisalhante, altamente dependentes do comportamento dos
campos médios de velocidade, os quais devem apresentar o critério de inflexionalidade
requisito para geração das instabilidades. Em todos os casos, o cenário de transição à
turbulência apresenta características similares: a partir da amplificação de perturbações,
surgem as instabilidades típicas do escoamento; essas instabilidades primárias se bifur-
cam gerando outras e finalmente se degeneram em um largo espectro de instabilidades,
caracterizando a turbulência.
• Imprevisibilidade. A não-linearidade, característica dos escoamento turbulentos, faz com
que pequenas variações nas condições iniciais assumidas sejam amplificadas. Some-se a
isso, as imperfeições nos modelos matemáticos e nos métodos de solução das equações.
Dessa forma, e posto que o comportamento de um sistema dinâmico seja altamente sensí-
vel às condições iniciais que lhe são impostas, a repetitividade de um mesmo experimento
é impossível. É interessante observar que a combinação desses fatores faz com que, ape-
sar do caráter determinístico das equações governantes, exista aleatoriedade das soluções
o que fora comentado no tópico referente à irregularidade dos escoamentos turbulentos.
Complementarmente, fica assim explícito o fato de que a turbulência é uma característica
do escoamento, e não do fluido.
As equações de Navier-Stokes são capazes de representar a natureza física de escoamen-
tos newtonianos, sejam eles laminares ou turbulentos, desde que o número de Mach seja inferior
a 15 (FERREIRA, 2006), quando então todas as escalas turbulentas são significativamente mai-
ores que aquelas características dos movimentos moleculares7 (SILVEIRA-NETO, 2002a) o
que conduz à outra propriedade do regime turbulento: a turbulência é um fenômeno que obe-
dece a hipótese do contínuo, governado pelas equações da mecânica dos fluidos (TENNEKES;
LUMLEY, 1972).
6 A equação de transporte da vorticidade, equação de Helmholtz, é obtida a partir da aplicação do operador
rotacional à Equação (111).
7 Para o golpe de aríete a condição de M < 15 é atendida, posto que nesse fenômeno M ≪ 1.
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Modernas técnicas de simulação numérica têm sido desenvolvidas e adotadas na resolu-
ção das equações governantes (SILVEIRA-NETO, 2002a), coexistindo diferentes metodologias
que objetivam viabilizar a simulação de escoamentos turbulentos (FERREIRA, 2006):
Dentre as metodologias disponíveis, a Simulação Numérica Direta (DNS) do inglês Di-
rect Numerical Simulation é a mais intuitiva. A DNS consiste na solução numérica das equações
de Navier-Stokes a partir da resolução de todo o espectro de energia associado ao movimento
do fluido, o que requer a adoção de malhas extremamente refinadas, as quais possibilitem o
cálculo para todas as escalas presentes no escoamento. Portanto, a DNS caracteriza técnica al-
tamente exigente no que tange aos recursos computacionais e, por conseguinte, sua utilização é,
ainda hoje, restrita à solução de escoamentos em geometrias razoavelmente simples e números
de Reynolds baixos ou moderados.
Exigindo recursos computacionais significativamente mais modestos que os requisitados
para a DNS, figura a Simulação de Grandes Escalas (LES) do inglês Large Eddy Simulation.
A metodologia LES permite a simulação explícita das grandes escalas turbulentas, servindo-
se de um modelo sub-malha para representação das pequenas estruturas, cujas dimensões são
menores que o tamanho das malhas. Ao utilizar-se tal modelo, espera-se que esse seja mais
universal, considerando-se que as menores escalas tendem a ser mais homogêneas e isotrópicas
e, assim, menos afetadas pelas condições de contorno.
Empregada principalmente na solução de problemas práticos de engenharia, portanto,
adotada nesse estudo, outra metodologia amplamente difundida é a modelagem clássica da tur-
bulência, na qual o conceito de média é utilizado. Aqui, a solução das Equações de Navier-
Stokes é baseada na solução das equações médias de Reynolds RANS (Reynolds Average
Navier-Stokes) ou URANS (Unsteady Reynolds Average Navier-Stokes), caso o escoamento
médio não seja permanente. Novamente, trata-se de um método menos exigente que a DNS em
tempo de processamento e espaço de memória. Todavia, embora forneça bons resultados para
as variáveis médias do escoamento, via de regra tal modelagem é inadequada para a análise
de detalhes mais finos, que envolvam cálculo das flutuações de propriedades do escoamento.
Entretanto, para boa parte dos problemas de engenharia, as propriedades médias fornecem ca-
racterísticas suficientes acerca do ponto de operação de um equipamento. Além disso, deve-se
considerar que uma análise mais refinada pode elevar excessivamente o custo computacional.
Finalmente, há a Simulação por Metodologias Híbridas, que por meio da combinação de
diferentes abordagens busca englobar simultaneamente aspectos da Decomposição de Reynolds
e da Simulação de Grandes Escalas (SAGAUT, 1988).
Em resumo, admitindo-se a hipótese de que o fluido possa ser tratado como meio con-
tínuo, as equações de Navier-Stokes constituem a formulação mais geral do comportamento
de seu escoamento. Todavia, as malhas computacionais que se pode utilizar atualmente não
são suficientemente refinadas para tratar as várias escalas associadas à turbulência. Baseado no
exposto surgiu a ideia de separação ou decomposição das escalas de turbulência (SILVEIRA-
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NETO, 2002b).
O processo de decomposição de escalas originou dois grupos de equações para os es-
coamentos turbulentos: as equações de Navier-Stokes filtradas, as quais, embora aqui citadas,
não serão tratadas por estarem além do escopo do presente trabalho; e as equações médias de
Reynolds (SILVEIRA-NETO, 2002b)
Dessa forma, adota-se como procedimento formalmente correto, segundo afirma (AZE-
VEDO, 2003), a média temporal das equações originais de Navier-Stokes, que resulta nas equa-
ções médias de Reynolds. O processo de tomada de média, apesar de acarretar a perda de infor-
mações de alta frequência, preserva as características do escoamento médio.
3.3.1 Decomposição de Reynolds
Reynolds propôs um processo de decomposição das equações governantes de Navier-
Stokes através da análise do comportamento médio do escoamento, partindo do pressuposto
de que toda variável dependente escalar ou vetorial pode ser decomposta em uma parte média
temporal e uma parte flutuante (SILVEIRA-NETO, 2002a) e (MÖLLER; SILVESTRINI, 2004).
Assim, as equações conhecidas como equações de Navier-Stokes com média de Rey-
nolds advém da expansão de todos os termos dependentes das equações governantes originais
na soma de duas partes: uma parte de escoamento médio, que é a média temporal, e uma per-
turbação de média zero, que é a parte flutuante. Dessa forma, para uma quantidade genérica z,
tem-se (AZEVEDO, 2003):
z = z + z′ (94)
z (t) =
1
Tp
∫︁ t+Tp
t
z (τ) dτ (95)
Nesse processo o período Tp de integração deve ser tomado de forma tal que seja sufi-
cientemente grande a fim de permitir que haja alguma média sobre as escalas de turbulência de
alta frequência, ao mesmo tempo em que é pequeno o bastante se comparado à escala de tempo
para variações nas quantidades do escoamento médio (AZEVEDO, 2003).
Com base na equação de decomposição (Eq. (94)) tem-se as seguintes propriedades,
para as quais se admite que a média de uma variável seja uma constante (SILVEIRA-NETO,
2002b):
• A média de uma flutuação é nula;
• A média do produto entre uma variável média e a flutuação de uma variável é nula;
• A média do produto de duas médias equivale ao produto das duas médias.
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Em resumo, o processo de obtenção das médias consiste em aplicar a definição dada
pela Eq. (94) às equações originais de Navier-Stokes; na sequência, as equações resultantes são
integradas ao longo de Tp, chegando-se às equações médias de Reynolds (AZEVEDO, 2003).
Escrevendo-se em notação indicial, tem-se a equação da continuidade dada por (AZE-
VEDO, 2003):
∂ρ
∂t
+
∂
∂x j
(︁
ρu j
)︁
= 0 (96)
Tomando-se as quantidades médias dos termos da Eq. (96) chega-se a:
∂ρ
∂t
+
∂
∂x j
(︁
ρu j
)︁
= 0 (97)
A equação do momento, apresentada inicialmente em notação indicial, tem sua forma
original dada por:
∂ui
∂t
+
∂
∂x j
(︁
uiu j
)︁
= −1
ρ
∂P
∂xi
+
∂
∂x j
[︃
ν
(︃
∂ui
∂x j
+
∂u j
∂xi
)︃]︃
(98)
Tomando-se as quantidades médias dos termos da Eq. (98) chega-se a:
∂ui
∂t
+
∂
∂x j
(︁
uiu j
)︁
= −1
ρ
∂P
∂xi
+
∂
∂x j
[︃
ν
(︃
∂ui
∂x j
+
∂u j
∂xi
)︃]︃
(99)
Ao se adotar tal procedimento, surge, no termo não linear, a média do produto de duas
variáveis desconhecidas. Assim, é necessário aplicar o processo de decomposição de escalas,
tomando mão das propriedades intrínsecas a tal processo expostas anteriormente. Logo, a Eq.
(99) se torna:
∂ui
∂t
+
∂
∂x j
(︁
uiu j + u′iu
′
j
)︁
= −1
ρ
∂P
∂xi
+
∂
∂x j
[︃
ν
(︃
∂ui
∂x j
+
∂u j
∂xi
)︃]︃
(100)
A consequência imediata da conversão da equação original em equação média e do pro-
cesso de decomposição de escalas é o aparecimento de um termo adicional τi j = u′iu
′
j,conhecido
como tensor de Reynolds , um tensor simétrico, composto por seis variáveis (RODRIGUES,
2003):
τ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u′u′ u′υ′ u′w′
υ′u′ υ′υ′ υ′w′
w′u′ w′υ′ w′w′
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (101)
Reorganizando os termos da Eq. (100), é usual transpor-se o tensor de Reynolds para o
segundo membro à direita da equação de forma a agrupá-lo ao tensor viscoso molecular, uma
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vez que, guardadas as devidas proporções, a natureza física de ambos apresenta similaridades
(SILVEIRA-NETO, 2002b) e (AZEVEDO, 2003).
∂ui
∂t
+
∂
∂x j
(︁
uiu j
)︁
= −1
ρ
∂P
∂xi
+
∂
∂x j
[︃
ν
(︃
∂ui
∂x j
+
∂u j
∂xi
)︃
− u′iu′j
]︃
(102)
Aparentemente, as equações de Reynolds e aquelas originais de Navier-Stokes são si-
milares, à exceção dos valores médios de velocidade e da pressão e de um termo adicional: as
tensões de Reynolds, uma diferença crucial (POPE, 2011) e (RODRIGUES, 2003). Fica claro
que para que seja possível chegar a alguma conclusão sobre o comportamento do escoamento
médio é necessário saber algo sobre as tensões de Reynolds (DAVIDSON, 2004).
Quantitativamente, no caso do problema específico da turbulência, o sistema de equa-
ções representativas, devido à presença do tensor de Reynolds, passa a ser composto por dez
variáveis: seis devido ao tensor propriamente dito, três componentes médias da velocidade e a
componente de pressão. O número de equações, apesar do processo de tomada de médias e de-
composição de escalas, se mantém inalterado, sendo constituído, portanto, de três componentes
da equação média do momento e uma componente da equação média da continuidade. Logo,
trata-se de um sistema composto por dez incógnitas e quatro equações (RODRIGUES, 2003).
Em suma, tem-se um sistema de equações não fechado: independentemente da quanti-
dade de manipulações que se proceda, sempre haverá mais incógnitas estatísticas que equações
relacionando-as (DAVIDSON, 2004). Esse fato é conhecido como problema de fechamento da
turbulência, e decorre da existência do termo não linear na equação do momento e do processo
de tomada de médias e decomposição de escalas, conforme já reportado (DAVIDSON, 2004)
e (SILVEIRA-NETO, 2002b). Adicionalmente, diz-se que o problema de fechamento é uma
característica recorrente em sistemas dinâmicos não lineares (DAVIDSON, 2004).
A ironia é que, caso não fosse tomada uma abordagem estatística, então ainda se teria
uma equação governante perfeitamente determinística, mas que seria aplicada na predição de
um campo de velocidade caótico. Por outro lado, devido à aplicação da estatística, as quan-
tidades de interesse não são aleatórias e perfeitamente reprodutíveis; todavia, não se tem um
sistema fechado de equações que as possa descrever (DAVIDSON, 2004).
Para solucionar o problema de fechamento das equações médias, é imprescindível pro-
ceder à modelagem das correlações turbulentas que compõem o tensor de Reynolds (RODRI-
GUES, 2003). Nesse ponto, são possíveis duas abordagens (AZEVEDO, 2003):
• Derivar novas equações para o termo novo;
• Modelar o termo novo.
É válido ressaltar a importância de, independentemente do caminho tomado para cal-
cular esse novo termo, não se perder de vista o significado físico nele contido: o problema de
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fechamento é resultado do processo de tomada de média, que é um procedimento matemático
no qual pode ocorrer perda de informação. Dessa forma, a quantidade representada por esse
novo termo diz respeito a fenômenos turbulentos, que foram anteriormente desconsiderados
pela tomada da média(AZEVEDO, 2003) e (FERREIRA, 2006).
A primeira opção, apesar de aparentemente mais simples, esbarra em um impasse difi-
cilmente vencível. O fato é que o tensor de Reynolds é um tensor de segunda ordem; a tentativa
de derivar uma nova equação para este termo, faz surgir outro termo adicional de ordem supe-
rior, ou seja, um tensor de terceira ordem. O aparecimento desse novo termo recai no problema
inicial, implicando a necessidade de derivar outra equação que novamente trará um tensor de
ordem superior, e assim sucessivamente, tornando-se uma questão de decidir onde parar, seja
por truncamento ou por modelagem destes termos (AZEVEDO, 2003).
Conclusivamente, a dedução de uma equação evolutiva, resultado da aplicação de proce-
dimentos analíticos às equações conservativas da massa e da quantidade de movimento, mostra
que esse é um procedimento insuficiente, permanecendo aberto o sistema. Todavia, seguindo
essa linha, é possível obter soluções para o problema de fechamento a partir da modelagem
das incógnitas suplementares por relações constitutivas, ou seja, procedendo-se a modeliza-
ção desses termos adicionais a partir de relações baseadas na realidade experimental conhecida
(RODRIGUES, 2003). Essa abordagem, embora mais geral que a modelagem constitutiva apli-
cada diretamente sobre o tensor de Reynolds, requer seis equações adicionais, o que a torna
computacionalmente mais dispendiosa (SILVEIRA-NETO, 2002b). Posto isso, parte-se para
a segunda proposta de solução para o problema de fechamento: a hipótese de Boussinesq, a
abordagem mais simples e mais utilizada em aplicações práticas para modelação do tensor de
Reynolds (AZEVEDO, 2003).
3.3.1.1 Hipótese de Boussinesq
A hipótese de Boussinesq trata da primeira tentativa de modelagem do tensor de Rey-
nolds e, apesar de fundamentada em conceitos deficientes, conforme exposto adiante, perma-
nece como ponto de partida para a grande maioria dos modelos de turbulência empregados nas
análises de dinâmica dos fluidos computacional (RODRIGUES, 2003).
Boussinesq apresentou uma hipótese explicativa para o aumento da ordem de magnitude
dos coeficientes de atrito fluido, observados mediante a transição do regime dos escoamentos de
laminares à turbulentos. A hipótese de Boussinesq consiste na proposição de um coeficiente de
atrito, denominado atrito interno, oriundo do próprio regime turbulento e independente daquele
existente no regime laminar original. Tal coeficiente consiste em uma grandeza escalar linear-
mente dependente dos gradientes de velocidade média do escoamento turbulento, ao passo em
que independe de quaisquer variações de pressão e temperatura (RODRIGUES, 2003).
Assim, o campo de tensões originado a partir do atrito interno é função dos gradientes
de velocidade média do escoamento e de uma variável denominada viscosidade turbulenta νT
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(SILVEIRA-NETO, 2002a).
Dessa forma, o tensor de Reynolds pode ser escrito como (DAVIDSON, 2004) e (SILVEIRA-
NETO, 2002b):
−τi j = −uiu j =
[︃
νT
(︃
∂ui
∂x j
+
∂u j
∂xi
)︃
− 2
3
kδi j
]︃
(103)
Na Equação (103), a primeira parcela do termo a direita da igualdade diz respeito à
transição; o segundo termo, se refere à energia cinética de turbulência, dada por k. De fato
(SILVEIRA-NETO, 2002b):
k =
1
2
uiu j =
1
2
(︁
u′2 + υ′2 + w′2
)︁
(104)
O δi j, delta de Kronecker, surge para compatibilizar a definição de k com a soma do
traço do tensor de Reynolds modelado pela hipótese de Boussinesq; como o tensor é simétrico,
i = j, assim (SILVEIRA-NETO, 2002b):
−uiu j = 2νT ∂ui
∂xi
− 2
3
kδii = −2k ⇒ k = 12u
′
iu
′
j (105)
Substituindo o modelo de Boussinesq (Eq. (103)) na Eq. (102), tem-se (SILVEIRA-
NETO, 2002b):
∂ui
∂t
+
∂
∂x j
(︁
uiu j
)︁
= −1
ρ
∂P
∂xi
+
∂
∂x j
[︃
ν
(︃
∂ui
∂x j
+
∂u j
∂xi
)︃
+ νT
(︃
∂ui
∂x j
+
∂u j
∂xi
)︃
− 2
3
kδi j
]︃
(106)
O divergente do termo composta pela energia cinética de turbulência e o delta de Kro-
necker, δi j, resulta no gradiente de k (SILVEIRA-NETO, 2002b):
∂
∂x j
(︃
2
3
kδi j
)︃
=
2
3
∂k
∂xi
(107)
Assim, tal termo pode ser incorporado ao termo de pressão, gerando uma pressão modi-
ficada dada por (SILVEIRA-NETO, 2002b):
P
*
= P +
2
3
ρk (108)
Logo, a Equação (106) será:
∂ui
∂t
+
∂
∂x j
(︁
uiu j
)︁
= −1
ρ
∂P
*
∂xi
+
∂
∂x j
[︃
(ν + νT )
(︃
∂ui
∂x j
+
∂u j
∂xi
)︃]︃
(109)
Finalmente, e retomando a notação reduzida, as equações da continuidade e da quan-
tidade de movimento são escritas, respectivamente, para escoamentos turbulentos na seguinte
forma (POPE, 2011):
∂ρ
∂t
+ ρ∇ · u = 0 (110)
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∂u
∂t
+ u∇ · u = −1
ρ
∇P + ∇ (ν + νT )∇u + f (111)
Sendo: u e P os campos médios de velocidade e pressão, respectivamente; ν se refere à
viscosidade cinemática e νT , à viscosidade turbulenta; f representa o termo fonte.
Os efeitos de compressibilidade são computados por (BERNARD, 2013):
ρ = ρw × 1 + Pak (112)
Sendo Pa a pressão atmosférica e k o módulo de compressibilidade da água (módulo de
Bulk).
A hipótese de Boussinesq é ainda utilizada devido ao fato de fornecer resultados con-
sistentes a um baixo custo computacional. Entretanto, isso só é verdade para alguns casos; se
o escoamento médio for predominantemente anisotrópico, isto é, se os valores médios varia-
rem com a direção, haverá inconsistências. Dessa forma, a adoção da hipótese de Boussinesq
pressupõe turbulência isotrópica, o que é verdade para pequenos vórtices, além de turbulên-
cia estacionária e homogênea, ou seja, valores médios independentes do tempo e da posição,
respectivamente (MÖLLER; SILVESTRINI, 2004).
Cabe ressaltar que, conforme mencionado anteriormente, há algumas deficiências con-
ceituais na hipótese de Boussinesq, relacionadas principalmente ao fato de a viscosidade tur-
bulenta ter sido formulada como propriedade termodinâmica e grandeza escalar, quando na
realidade, trata-se de uma propriedade do escoamento e de uma grandeza tensorial. Além disso,
supõem-se valores nulos para a energia cinética de turbulência na diagonal principal do tensor
de Reynolds, o que não é sempre verificado (RODRIGUES, 2003).
Para que o sistema possa finalmente ser solucionado, isto é, para que se obtenha o fecha-
mento do sistema de equações, resta modelar a viscosidade turbulenta. O modelo de turbulência,
com base nesse conceito, deriva da forma segundo a qual será calculada νT : cada modelo de tur-
bulência apresenta formulação própria para tal cálculo (SILVEIRA-NETO, 2002b).
3.3.1.2 Modelos de Turbulência
Uma grande variedade de modelos de turbulência tem sido apresentada nas últimas dé-
cadas. Assim como ocorre para os modelos, a classificação das soluções propostas para o pro-
blema de fechamento também é bastante ampla (RODRIGUES, 2003).
Uma modalidade menos utilizada separa os modelos em três categorias (RODRIGUES,
2003; SILVEIRA-NETO, 2002b):
• Categoria I: modelos baseados na hipótese de Boussinesq, que são os modelos de inte-
resse para o presente estudo;
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• Categoria II: modelos que partem das equações evolutivas do tensor de Reynolds, utili-
zando relações constitutivas na modelagem das incógnitas suplementares, proposta sobre
a qual se discorreu brevemente em item anterior, justificando-se inclusive a pouca adesão
da qual é alvo devido ao alto custo computacional que acarreta;
• Categoria III: modelos de simulação de grandes escalas (LES), também mencionado bre-
vemente em tópico anterior e, assim como os modelos enquadrados na categoria II, reside
além do escopo desse trabalho.
Fazendo referência à ordem de fechamento adotada, tem-se (RODRIGUES, 2003):
• Modelos de primeira ordem: nesse caso as tensões de Reynolds são definidas apenas com
base na velocidade média e na geometria do escoamento;
• Modelos de segunda ordem: o tensor de Reynolds é modelado através de formulação
evolutiva, modelando-se apenas as correlações de ordem superior à segunda;
• Modelos de terceira ordem: como ocorre para os de segunda ordem, parte-se de formula-
ção evolutiva, aqui empregada para a determinação das correlações tríplices, sendo mo-
deladas as demais correlações.
Com base na hipótese de Boussinesq, os modelos de turbulência se dividem em (RO-
DRIGUES, 2003) e (SILVEIRA-NETO, 2002b):
• Modelos a zero equação, os quais modelam a viscosidade turbulência a partir de equações
algébricas;
• Modelos a meia equação, que por sua vez se servem de uma equação diferencial ordinária
para a modelagem de νT ;
• Modelos a uma equação, nos quais é utilizada uma equação diferencial parcial para o
cálculo da viscosidade turbulenta;
• Modelos a uma equação e meia, modelando νT por meio de uma equação diferencial
ordinária e uma equação diferencial parcial;
• Modelos a duas equações, onde duas equações diferenciais parciais são adotadas. Con-
sistem na categoria mais utilizada. Aqui se enquadram os modelos k − ε, k − ω e S S T
(Shear Stress Transport).
A maioria dos modelos a meia, uma e uma equação e meia empregam em sua formulação
o conceito de comprimento de mistura de Prandtl, uma das primeiras tentativas de se calcular a
viscosidade turbulenta. Além das limitações próprias do modelo de Prandtl, que não serão aqui
Capítulo 3. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA 54
citadas, mas podem ser encontradas com maiores detalhes em Rodrigues (2003), para a aplica-
ção desse conceito é necessário que se tenha informações sobre o comprimento de mistura, o
que faz deste um modelo dito incompleto (RODRIGUES, 2003) e (SILVEIRA-NETO, 2002b).
Denominam-se modelos completos aqueles que independem do conhecimento prévio
acerca de quaisquer escalas características da turbulência. Dentre esses modelos, os mais sim-
ples são os modelos a duas equações. Além disso, esses modelos são hoje os mais utilizados em
simulações numéricas de escoamentos turbulentos, sendo seu sucesso em aplicações técnicas e
cientificas decorrente principalmente da relação custo-benefício característica (RODRIGUES,
2003); são esses os modelos de interesse para o presente trabalho.
Os modelos k − ε e k − ω são baseados na energia cinética turbulenta k e na taxa de
dissipação da energia cinética de turbulência ε ou na taxa de dissipação específica da energia
cinética de turbulência ω, respectivamente. Enquanto modelo a duas equações, o modelo k − ω
propõe equações para duas quantidades significativas da turbulência, viabilizando a obtenção
de escalas de comprimento e de tempo para o escoamento turbulento. Esse modelo é superior
ao k − ε nas regiões próximas à parede, em situações que apresentem grandes gradientes de
pressão e para escoamentos compressíveis. Além disso, dispensa leis de parede ou funções de
amortecimento, como ocorre no modelo k−ε. Todavia, há problemas na aplicação de condições
de contorno em fluxos livres, sendo, nessas situações, necessária a adoção de valores irreais
para escoamentos ao longe não turbulentos. Além disso, esse modelo é impreciso ao tratar
escoamentos cisalhantes livres, como jatos e camadas de mistura, por exemplo. Por outro lado,
o modelo k − ε trata satisfatoriamente os escoamentos ao longe da parede (POPE, 2011).
Nesse contexto, foi desenvolvido o modelo S S T cuja finalidade é captar as vantagens
tanto do modelo k − ω quanto do modelo k − ε, produzindo um modelo com menor custo
computacional que os modelos de origem. Para o S S T , a viscosidade turbulenta é recalculada
a fim de considerar os efeitos das principais tensões de cisalhamento turbulentas.
3.3.1.2.1 Modelo de Turbulência SST
A abordagem S S T permite bom tratamento das regiões próximas à parede, a partir de
k − ω, sem prejudicar o escoamento ao longe, utilizando k − ε. Para que a lógica de troca de
modelos funcione (k − ω no interior da camada limite e k − ε em regiões de esteira), ambos os
modelos originais são multiplicados por uma função de mistura e então adicionados. À função
de mistura é imposto valor unitário no interior da camada limite, o qual decresce gradativamente
até que, fora de tal região, seja nulo. Trata-se, portanto, de uma função de ponderação.
Partindo de Menter, Kuntz e Langtry (2003). As equações de transporte do modelo, em
notação indicial, são:
∂k
∂t
+ u j
∂k
∂x j
= Pk − β*kω + ∂
∂x j
[︃(︃
ν +
νt
σk
)︃]︃
∂k
∂x j
(113)
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(114)
Onde k e ω representam, respectivamente, a energia cinética turbulenta e a taxa de dissi-
pação específica. A viscosidade turbulenta, modelada para considerar o transporte das principais
tensões de cisalhamento turbulentas, é dada por:
νT =
σ1k
m max (σ1ω, S F2)
(115)
O termo S é uma medida invariante do tensor taxa de deformação, sendo F1 e F2 as
funções de mistura, dadas por:
F1 = tanh(arg41) (116)
arg1 = min
⎡⎢⎢⎢⎢⎣max ⎛⎜⎜⎜⎜⎝ √k
β*ωy
,
500ν
y2ω
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 4σω2kCDkωy2
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (117)
CDkω = max
(︃
2ρσω2
1
ω
∇k∇ω, 1, 0 × 10−10
)︃
(118)
F2 = tanh
(︁
arg22
)︁
(119)
arg2 = max
⎛⎜⎜⎜⎜⎝ 2√k
β*ωy
,
500ν
y2ω
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (120)
O valor F1 é responsável pela troca de modelos na segunda equação de dissipação de S S T ,
sendo ainda responsável pela determinação das constantes do modelo. F2 atua na troca de mo-
delos na formulação de νT (Eq. (115) ). Próximo à parede F1 assume o valor unitário (modelo
k − ω), sendo igual a zero na região afastada (modelo k − ε).
Para evitar o crescimento de turbulências em regiões de estagnação, define-se um limi-
tador de produção:
Pk = ρνT S 2 (121)
̃︀Pk = min (Pk10ρβ*kω) (122)
Considerando-se α1 como qualquer constante do modelo k − ω, assim como α2 para
k − ε, então α correspondente à S S T será:
α = α1F1 + α2 (1 − F1) (123)
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As constantes do modelo são: α1 = 5/9; α2 = 0.44; β1 = 3/40; β2 = 0.0828; β* = 0.09;
αk1 = 0.85; αk2 = 1; αω1 = 0.5 e αω2 = 0.856. A equação de transporte para ω permite que, para
formulações de baixo Reynolds, as leis de parede mudem gradativamente.
As vantagens do modelo S S T residem na formulação zonal empregada. Entretanto, ao
contrário do que acontece para o modelo k − ω puro, para o S S T é necessário que se compute
a distância até a parede, representada por y, demandada nas funções de mistura.
O cálculo da distância até a parede é necessário para o modelo SST, haja vista que,
próximo à parede, esse considere baixos valores de Reynolds, o que permite aproximar ao
problema clássico de camada limite. Para malhas com poucos nós, o número de nós de parede
em relação ao número total para a malha permite a obtenção de y. Todavia, com o aumento
do número de nós esse procedimento pode se tornar dispendioso do ponto de vista do esforço
computacional (BATCHELOR, 2010).
Posto que, melhor desempenho do modelo SST seja reportado para valores de distância
adimensionalizada inferiores a 2, a menor distância, obtida considerando-se a parede e o nó
mais próximo, deve levar em conta tal restrição, o que, por sua vez, permite que a resolução da
camada limite seja adequada na previsão dos efeitos difusivos (BATCHELOR, 2010).
Resultados consistentes podem ser obtidos a partir de uma correlação para a placa plana.
Assim:
ReL =
U0L
ν
(124)
Onde: U0 representa a velocidade do escoamento não perturbado e L, o comprimento da
placa plana. O coeficiente de atrito para a placa plana é dado por:
c f = 0, 027Re−1/7x (125)
Sendo x a coordenada cartesiana ao longo de L. A distância adimensionalizada até a
parede é dada por:
y+ =
u*y
ν
(126)
Aqui, u* indica a velocidade de atrito. A Equação (125) pode ser reescrita como:
c f = 2
(︃
u*
U0
)︃2
(127)
Concatenando as Eq. (126) e (127), chega-se a:
y = y+
(︃
2
c f
)︃1/2
ν
U0
(128)
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Utilizando o resultado da Eq. (125) e realizando algumas manipulações, pode-se expres-
sar a Eq. (128) como:
y = y+L
√
74
Rex1/14
ReL
(129)
Assumindo que ReL = CRex e que C(1/14) ≈ 1, exceto para números de Reynolds
excessivamente baixos, a Eq. (129) se torna:
y = y+L
√
74Rex−13/14 (130)
Fornecendo a distância entre a parede e o nó mais próximo, a Eq. (130) encerra a for-
mulação de turbulência, e, por conseguinte, a modelagem matemática do golpe de aríete. Essa
etapa, conforme será visto adiante, é imprescindível para que se proceda à simulação numérica
de fenômenos fluidodinâmicos utilizando-se CFD.
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4 FLUIDODINÂMICA COMPUTACIONAL
Neste capítulo serão tratadas as etapas para a obtenção de solução numérica de fenô-
menos fluidodinâmicos, caso do golpe de aríete. Será ainda apresentada a metodologia adotada
para a simulação do comportamento dos campos de pressão no interior de condutos forçados
nos quais ocorre esse transiente hidráulico.
4.1 ETAPAS PARA A SOLUÇÃO NUMÉRICA
A Figura (9) apresenta, de forma sucinta, as etapas da resolução de problemas em CFD,
indicando onde se o uso dessa ferramenta na obtenção de soluções numéricas no campo da
fluidodinâmica (REGO, 2008).
Figura 9: Etapas para a obtenção de solução numérica de um problema de mecânica dos fluidos
via CFD (Adaptado de Rego (2008)).
Uma vez que se tenha identificado o problema físico a ser estudado, para que se proceda
à análise via CFD, o primeiro passo é a modelagem matemática, determinando-se as grandezas
físicas atuantes sobre o sistema, bem como os resultados dessa atuação, e assinalando o escopo
do estudo. Portanto, em um primeiro momento, tem-se a especificação do problema propri-
amente dito, incluindo a geometria que tanto pode resultar de medidas de uma configuração
existente quanto pode ser associada ao desenho, e as condições de fluxo; aspectos relativos ao
nível de precisão desejada, tempo requerido e solução dos parâmetros de interesse são incluídos
sob a forma de necessidades da simulação (SILVA, 2006). No que diz respeito à modelagem
matemática para obtenção das equações governantes, essa etapa, que antecede o uso do CFD
propriamente dito, foi explicitada no capítulo 3.
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Portanto, ter-se-á como resultado da modelagem matemática as equações que regem
o fenômeno sob análise, bem como a sua região de aplicabilidade (denominada domínio), e as
condições de contorno (CARVALHO, 2008). No campo da fluidodinâmica, conforme reportado
anteriormente, os fenômenos são regidos pelas equações de Navier-Stokes, as quais deverão ser
solucionadas, e a partir desse ponto tem-se a atuação de CFD (Fig. (9)), em volumes de controle
definidos arbitrariamente, mas de forma tal que contenham o fenômeno de interesse (SILVA,
2006). No caso do golpe de aríete, as equações diferenciais parciais, fornecidas como input ao
CFD serão integradas para obtenção do sistema de equações algébricas.
A grande maioria dos pacotes computacionais de CFD tratam os escoamentos fluidos a
partir de cinco elementos principais: um módulo CAD (Computer Aided Design) como gerador
de geometria, um gerador de malha, um pré-processador, um processador (solver) e um pós-
processador. Esses elementos são tratados na sequência (REGO, 2008).
4.1.1 Geração da Geometria
A primeira informação a se inserir no CFD diz respeito ao domínio no qual será avaliado
o fenômeno sob estudo. Essa informação pode ser introduzida por meio do uso de ferramenta
CAD, através da qual é possível modelar qualquer objeto no espaço tridimensional (SILVA,
2006).
4.1.2 Geração de Malha
Conforme mencionado, os métodos numéricos atuam na resolução de uma ou de um
conjunto de equações diferenciais parciais definidas para pontos discretos no espaço e no tempo;
portanto, parte-se de um domínio contínuo para um domínio discreto. Assim, após a definição
das equações básicas, procede-se a discretização do domínio informado ao CFD na etapa pre-
cedente (GONcALVES, 2007).
Pode-se então sintetizar dizendo-se que, o domínio de solução é dividido em subdomí-
nios não-sobrepostos e sem espaços vazios depois de sua montagem. Estes subdomínios consti-
tuem a malha de discretização, sendo denominado elemento cada parte dessa malha (NOLETO,
2006). A forma segundo a qual ocorre esse processo, conhecido como geração de malha (grid
ou mesh), depende em partes da metodologia numérica que será aplicada (REGO, 2008). O
código ANSYS-CFX utiliza como base o método dos volumes finitos, que parte da integração
das equações governantes para obtenção das equações algébricas.
As equações são solucionadas para cada elemento, gerando assim, em cada um destes,
um valor discreto que servirá como condição de contorno para o elemento adjacente; daí a
necessidade de se ter uma malha com refinamento suficiente para se captar variações nas regiões
nas quais os gradientes de variação das variáveis são mais elevados (CARVALHO, 2008).
Assim, pode-se afirmar que a precisão da solução do problema em CFD será tão melhor
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quanto maior for o número de elementos da malha, dependendo ainda da distribuição destes
nesta. Todavia, aumentar o refino da malha implica em aumentar concomitantemente o custo
computacional, devendo-se, portanto, obter-se um equilíbrio entre esses dois parâmetros de
forma tal que seja possível chegar ao melhor resultado no hardware disponível (VERSTEEG;
MALALASEKERA, 1995).
Basicamente, se fala em malhas estruturadas e não-estruturadas. As primeiras são fruto
da subdivisão dos eixos cartesianos em elementos unidimensionais, cujo produto cartesiano
gera elementos bi e tridimensionais quadriláteros e hexágonos, respectivamente , que apresen-
tam cada qual o mesmo número de elementos adjacentes, exceto em se tratando de elementos
do contorno (SILVA, 2006). Em suma, as malhas estruturadas apresentam uma estrutura regular
na distribuição espacial de seus pontos novo. Já as malhas não-estruturadas são constituídas por
elementos que podem assumir diversas formas no caso bidimensional os elementos serão polí-
gonos, especialmente triângulos, e no tridimensional, poliedros, principalmente os tetraedros ,
inexistindo regularidade na distribuição espacial de seus pontos (SILVA, 2006). O tipo de malha
adequado para um dado escoamento depende da complexidade deste e da geometria do domí-
nio considerado, preferindo-se assim as malhas não-estruturadas para geometrias complexas,
devido à flexibilidade de forma assumida por seus elementos (CARVALHO, 2008).
As malhas podem ainda ser uniformes e não-uniformes, sendo aquelas obtidas apenas
em geometrias simples e, geralmente, para malhas estruturadas (REGO, 2008). Ao se falar em
malhas uniformes, têm-se pontos igualmente espaçados no domínio discretizado. Já para as
não-uniformes, o espaçamento se dá em função da necessidade do domínio. Assim, para estas,
é possível maior aglutinação, e por conseguinte maior refinamento, desejável nas regiões onde
os gradientes de variação das variáveis são mais elevados, conforme já reportado. Da mesma
forma, pode-se ter maior espaçamento nas regiões de pequenas variações (CARVALHO, 2008).
Logo, na maioria dos casos práticos as malhas não-estruturadas são mais adequadas por per-
mitirem tratamento diferenciado em áreas especificas do domínio. As malhas estruturadas não
podem assumir caráter não-uniforme, pois o refinamento não é local, propagando-se a partir da
região de refinamento em todas as direções coordenadas até o limite do domínio computacional
(REGO, 2008).
4.1.3 Pré-Processamento
Segundo Silva (2006), essa etapa consiste na modelagem física do problema, estrutu-
rando as seguintes informações de forma que o solver possa utilizá-las:
• Fenômenos que serão modelados e simulados;
• Propriedades dos fluidos;
• Condições de contorno nos elementos da malha correspondentes ao contorno do domínio.
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Os pré-processadores mais atuais possuem banco de dados contendo diversas proprie-
dades físicas dos fluidos mais comuns, sendo possível ainda evocar modelos físicos e químicos
já implementados no código bem como implementar novos modelos (VERSTEEG; MALALA-
SEKERA, 1995).
Mais de 50% do tempo gasto na indústria em projetos de CFD são relacionados à deter-
minação da geometria do domínio e à geração da malha. A maioria dos pacotes CFD dispõe de
interface CAD própria e/ou permite a importação de dados a partir de outros softwares CAD e
geradores de malha (VERSTEEG; MALALASEKERA, 1995).
4.1.4 Processamento
É a parte principal de um pacote CFD; é aqui que são implementadas as técnicas numé-
ricas de solução e os parâmetros, oriundos do pré-processamento, para resolver os problemas
físicos (SILVA, 2006). Em linhas gerais, os métodos numéricos utilizados no solver seguem as
etapas elencadas na sequência (VERSTEEG; MALALASEKERA, 1995):
• Aproximação das incógnitas por funções simples;
• Discretização das equações governantes do escoamento pela substituição das aproxima-
ções mencionadas acima, procedendo-se manipulações algébricas;
• Linearização do sistema de equações algébricas resultante;
• Definição da estratégia de solução do sistema obtido;
• Solução do sistema.
As diferenças entre as técnicas numéricas disponíveis estão atreladas à forma com que se
aproximam as incógnitas e ao procedimento de discretização adotado. A abordagem numérica
é necessária para a solução dos sistemas formados, posto que esses sejam constituídos por um
grande número de equações lineares (VERSTEEG; MALALASEKERA, 1995).
4.1.5 Pós-Processamento
Os principais pacotes CFD são atualmente equipados com ferramentas polivalentes para
visualização dos campos escalares e vetoriais, existindo ainda a possibilidade de se realizar
animações que facilitem a análise dos resultados. Assim, é possível visualizar (VERSTEEG;
MALALASEKERA, 1995):
• A geometria e a malha;
• Gráficos de vetores;
• Gráficos de contorno;
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• Gráficos sobre superfícies no espaço 2 − D e 3 − D;
• Linhas de corrente e de trajetória das partículas.
Além disso, os códigos fornecem a arquivos de resultados que podem ser exportados
para outros softwares de visualização (VERSTEEG; MALALASEKERA, 1995).
4.2 REPRESENTATIVIDADE DA SOLUÇÃO NUMÉRICA
Algumas características devem ser observadas para garantir que a solução numérica seja
representativa, isto é, tenha significado físico e reproduza a realidade do escoamento simulado.
Tais características são listadas e brevemente explanadas na sequência (VERSTEEG; MALA-
LASEKERA, 1995; FERZIGER; PERIC, 2002):
• Consistência: Os sistemas de equações algébricas discretizada devem ser equivalentes
às equações governantes originais. Assim, para que um método seja consistente, o erro
de truncamento, que é a diferença entre a equação discretizada e a exata, deve ser zero
quando o limite do tempo e espaço tender a zero (t → 0 e ∆xi → 0).
• Estabilidade: uma solução numérica é dita estável desde que não ocorra a ampliação dos
erros ao longo do processo de solução numérica. Se uma técnica numérica for instável en-
tão mesmo os erros de arredondamento nas condições iniciais poderão causar oscilações
bruscas ou divergência nos resultados.
• Convergência: o método será convergente desde que as equações discretizadas sejam ca-
pazes de produzir solução que se aproxime da solução exata obtida pelas equações di-
ferenciais parciais originais quando o espaçamento da malha, o tamanho do volume de
controle ou do elemento tender à zero. Estabelecer a convergência teoricamente é tarefa
árdua; assim, para problemas lineares, segundo o teorema da equivalência de Lax, se o
método for consistente e estável, então será convergente (HIRSCH, 2007). Por outro lado,
para os problemas não-lineares fortemente dependentes das condições de contorno, além
da convergência, a estabilidade também é difícil de demonstrar; nesse caso, a conver-
gência é testada pela repetição dos cálculos para uma série de malhas refinadas suces-
sivamente. Se o método for estável e se todas as aproximações na discretização forem
consistentes, geralmente a solução será convergente independentemente da malha, o que
ocorrerá para malhas suficientemente pequenas.
• Conservação: posto que as equações a serem solucionadas sejam equações conservativas,
então os esquemas numéricos propostos devem respeitar essas leis, tanto do ponto de vista
local quanto global. Isso significa que em regime permanente e na ausência de fontes
geradoras, a quantidade deixando um volume de controle deve ser igual a quantidade
entrando neste volume. Se o método utilizado for o método dos volumes finitos, então será
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garantida a conservação das propriedades do fluido para cada volume de controle e para
o domínio de solução como um todo; sendo adotado outro método, a conservação poderá
ser obtida mediante a escolha cuidadosa das aproximações. Finalmente, caso haja fontes
ou dissipadores o tratamento destes também deverá ser consistente; assim, a quantidade
da propriedade gerada ou dissipada no domínio deverá se igualar ao fluxo líquido da
quantidade conservativa através dos limites de contorno.
• Viabilidade da solução: os modelos que tratam fenômenos muito complexos devem ga-
rantir que os resultados tenham significado físico e que não haja divergência nas soluções.
• Precisão: nas soluções numéricas de problemas fluidos há três tipos de erros sistemáticos:
erros de modelagem, dados pela diferença entre o escoamento real e aquele resultante do
modelo matemático; erros de discretização, definidos como a diferença entre a solução
exata das equações governantes originais e aquela obtida a partir do sistema de equações
algébricas discretizada; e os erros de convergência, relacionados à discrepância entre o
resultado iterativo e o exato do sistema de equações algébricas. Antes de julgar a validade
dos modelos dos fenômenos físicos, devem-se controlar e estimar os erros de conver-
gência e de discretização. Os erros de modelagem apenas podem ser avaliados mediante
a comparação entre soluções nas quais os demais erros são desprezíveis e dados expe-
rimentais ou informações oriundas de modelos mais precisos. Confrontar os resultados
numéricos com os analíticos, caso existam, ou com outros resultados numéricos, conduz
à validação numérica do método implementado; por outro lado, a validação física advém
da comparação dos resultados numéricos com resultados experimentais.
4.3 METODOLOGIA
Uma vez definido o golpe de aríete como o problema físico de interesse, efetuou-se a
modelagem matemática apresentada no capítulo 3. Vale ressaltar que tal etapa precede a simu-
lação e é de fundamental importância para que se obtenha a solução numérica de um problema
fluidodinâmico via CFD, conforme apresentado na Fig.(9). Na simulação numérica tomou-se o
fenômeno do ponto de vista fluido, desprezando-se os efeitos da interação fluido-estrutura.
Para a simulação no ANSYS-CFX, foi considerado um duto de 3m de comprimento
e 22, 2mm de diâmetro. Essas medidas são referentes a bancada de testes, representada na
Fig.(10), cujos resultados foram também empregados nesse estudo, em conjunto com os re-
sultados numéricos. A bancada encontra-se no Laboratório de Termo-Fluidos do curso de En-
genharia Mecânica da Universidade Federal do Triângulo Mineiro (UFTM).
O conduto operando sob pressão é constituído por um tubo manufaturado de latão (ajus-
tado para suportar as altas pressões características do golpe de aríete), de área de seção trans-
versal igual a 0, 387 × 10−3m2 e 1, 6mm de espessura da parede.
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Figura 10: Bancada experimental para estudo do golpe de aríete.
O ensaio do transiente desejado, foi realizado mediante simulação de manobra rápida,
servindo-se para esse fim de uma válvula especial de fechamento rápido, localizada na extre-
midade posterior do sistema, conforme indicação na Fig.(10). Também indicados na Fig.(10),
próximos às extremidades do tubo, se encontram os transdutores de pressão, que, operando
em associação com osciloscópio de traço duplo com armazenamento, permitiram detectar, para
a onda gerada, sua pressão bem como seu tempo de passagem. Fixando-se 500 milivolts por
divisão para o osciloscópio, tem-se nos transdutores saída de 3, 5 bar por divisão.
Conforme já mencionado, a simulação realizada no ANSYS-CFX, levou em considera-
ção as características do aparato de testes montado a fim de que os resultados obtidos experi-
mental e computacionalmente sejam comparáveis e, por conseguinte, conduzam a uma análise
mais robusta do fenômeno de interesse. Dessa forma, o domínio utilizado, foi um conduto com
as mesmas dimensões da tubulação da bancada, cuja malha estruturada de cálculo, composta
em sua totalidade por 3.124.041 nós e 3.120.000 elementos hexaédricos, é parcialmente apre-
sentada na Fig.(11).
Figura 11: Detalhe da malha de cálculo.
Capítulo 4. FLUIDODINÂMICA COMPUTACIONAL 65
Como necessidades da simulação e condições de contorno, adotaram-se:
• A montante do escoamento: para recuperar o funcionamento de conduto forçado de uma
UHE, adotou-se pressão de referência nula.
• A jusante do escoamento: a representação do fechamento da saída da tubulação foi ob-
tida numericamente pelo uso da função step, a fim de se reduzir a 0, e portanto, ter-se
interrupção completa do fluxo de água, de vazão inicial igual a 0, 485L/s.
• Para se caracterizar manobra rápida de fechamento, segui-se a condição apresentada no
item 3.2, ou seja, tempo de fechamento da válvula tv inferior ao semiperíodo T calculado
pela Eq. (86). Assim, adotou-se 6 × 10−3 segundos como tempo total de simulação, dada
uma marcha no tempo de 1 × 10−4 segundos.
66
5 RESULTADOS E DISCUSSÃO
O primeiro resultado apontado é o desenvolvimento do estudo realizado ao longo do
capítulo 3, uma vez que a formulação analítica do golpe de aríete caracterize objetivo deste tra-
balho. Por outro lado, posto que a simulação em CFD requeira que haja modelagem matemática
prévia, este resultado pode ainda ser visualizado como resultado primário.
A partir da simulação CFX, apresenta-se a Fig.(12) na qual se tem a variação de pressão
ao longo do duto devido à passagem da onda do golpe de aríete, onde o ponto indicado por 1
corresponde ao ponto a montante do escoamento e, por 2, a jusante.
Figura 12: Visualizações de pressão no interior do conduto.
Os tons em vermelho indicam maiores valores de pressão; à medida que se tem tons em
azul, a pressão diminui. Posto isto, em uma primeira análise, considerando-se o conjunto de
imagens apresentado na Fig. (12) percebe-se que a onda de pressão viaja de jusante a montante
do escoamento, indo desde a válvula, onde se inicia, até a extremidade oposta do conduto,
gerando, nesse primeiro estágio, uma onda de sobrepressão, seguida por uma depressão (Fig.(12
a-c)). Ao atingir o ponto no qual se teria a barragem, ou seja, na parte anterior do circuito de
simulação, a onda é rebatida, fazendo, em um segundo estágio, o percurso de volta ao ponto
Capítulo 5. RESULTADOS E DISCUSSÃO 67
inicial (Fig.(12 d-f)), novamente gerando regiões de sobrepressão seguidas de depressão, desta
vez da montante até a jusante do escoamento considerado; em outras palavras, equivale a dizer
que, analisando-se em estágio único, as zonas de pressão mais elevada se deslocam de jusante
para a montante, ocorrendo o oposto para as zonas de baixa pressão.
Assim, o que se observa é que o comportamento ao iniciar-se a manobra, (Fig.(12 a)),
assemelha-se ao observado no instante t = 0, 006s (Fig.(12 f)), quando o fluxo é completamente
interrompido, tendo-se zonas de alta pressão localizadas a jusante e as de baixa pressão, a
montante.
Essas variações no campo de pressão no interior dos dutos induzem tensões normais
e cisalhantes, que culminam, em última instância, na ruptura ou colapso da estrutura das tu-
bulações, comprometendo não apenas o correto funcionamento, mas também a segurança da
operação dessas instalações.
Considerando agora os pontos de tomada de pressão pelos transdutores, conforme assi-
nalado na Fig. (13), apresentam-se as Fig. (14) e (15) nas quais tem-se a comparação gráfica do
comportamento da pressão aferida numérica e experimentalmente para os pontos 1 e 2. Dado
o comportamento turbulento do escoamento, sabe-se que qualquer pequena variação nas condi-
ções iniciais é amplificada, inviabilizando a reprodutibilidade do experimento para que, assim
como ocorre na simulação numérica com as equações médias de Reynolds, se tenha um trata-
mento estatístico para os dados experimentais. Logo, os resultados experimentais apresentados
são referentes a teste único.
Figura 13: Pontos de monitoramento de pressão.
Para o ponto 1, a montante do escoamento, a pressão inicial, inferior a 1 bar em am-
bas as experimentações prática e numérica, aumenta até atingir valores próximos a 12 bar e 15
bar, respectivamente, nos instantes entre 3 e 4 milissegundos; na sequência, decresce até valo-
res de pressão próximos aos iniciais, descrevendo, para os pontos numéricos, curva próxima à
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Figura 14: Variação de pressão: Ponto 1, montante.
Figura 15: Variação de pressão: Ponto 2, jusante.
gaussiana. Reforça-se, portanto, a análise precedente, baseada na visualização das pressões no
interior do duto: o comportamento ao iniciar-se a manobra assemelha-se ao observado quando
o fluxo é completamente interrompido, tendo-se zonas de baixa pressão na região a montante
do escoamento.
Para a Fig. (14) percebe-se o comportamento similar do campo de pressão dados os
diferentes procedimentos, numérico e experimental. Todavia, pode-se ter certa dificuldade em se
fazer a mesma observação na Fig. (15). Dessa forma, optou-se por tratar o ciclo quase completo
de sobrepressão e depressão que se tem, observando-se o ponto 2 a partir de faixas de valores,
representadas na Fig. (16).
Na Figura (16 a) observa-se o que a pressão inicial gira em torno dos 15 bar, para a simu-
lação numérica,e dos 20 bar, no caso experimental. Nota-se que, em ambos os casos, tais valores
indicam zona de sobrepressão, sendo superiores aos respectivos picos alcançados a montante do
escoamento (Fig. gra). Essa faixa de obervação permite ainda verificar que, em ambos os casos
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Figura 16: Faixas de variação de pressão a jusante do escoamento.
o valor máximo de sobrepressão, pouco acima de 22 bar, é atingido antes de 1 milissegundo na
simulação.
O trecho representado na Fig. (16 b) mostra o decaimento de pressão acentuado em am-
bas as situações. No traçado numérico, o valor da pressão decresce rapidamente até patamares
inferiores aos 10 bar; experimentalmente, o mesmo ocorre, e a pressão passa a se localizar em
torno dos 14 bar.
Finalmente, na última faixa avaliada (Fig. (16 c)), o valor da pressão numérica torna a
crescer, até valores próximos aos iniciais. Já no caso experimental isso não ocorre; entretanto,
ao final do ciclo quase completo de sobrepressão e depressão, o valor coincide com o numérico;
e novamente, percebe-se que a situação ao começo da manobra e ao final do ciclo da onda de
pressão é bastante similar, caracterizando, a jusante do escoamento, região de alta pressão.
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6 CONCLUSÃO
A formulação analítica para o fenômeno do golpe de aríete foi desenvolvida, sob a pers-
pectiva da interação fluido-estrutura, considerando-se os efeitos da rigidez do conduto forçado e
da compressibilidade da água. O processo de obtenção do sistema de equações diferenciais par-
ciais governantes desse transiente hidráulico foi explicitado em sua completude, sem, todavia,
afastar-se da simplicidade desejada nesse tipo de estudo.
Além da descrição do problema analítico do ponto de vista fluido e estrutural, também
foi apresentada a formulação da turbulência em fluidos. Nesse aspecto, foram tratadas desde as
características próprias dos escoamentos turbulentos, até a modelagem da turbulência, apresen-
tada no contexto da decomposição de Reynolds. Ressalta-se que não se intencionou desenvolver
estudo exaustivo do tema, mas tão somente fornecer subsídios para a simulação numérica do
fenômeno do golpe de aríete. Por sua vez, no âmbito da simulação prevista no ANSYS-CFX, em
um primeiro momento, foram abordadas as questões referentes à fluidodinâmica computacional
no que diz respeito as etapas para a solução numérica.
Finalmente, foram apresentados os resultados numéricos obtidos para o fenômeno sob
estudo, para o qual se considerou o comportamento fluido. A análise foi realizada tendo em
vista as variações no campo de pressão, dado um duto submetido a uma manobra rápida de fe-
chamento de válvula. Confrontando-se os resultados numéricos com os resultados experimen-
tais, embora haja discrepância entre os valores computados, foi possível validar fisicamente
o método utilizado, reconhecendo-se que há similaridade entre o comportamento visualizado
graficamente.
Percebe-se que ao final do ciclo de sobrepressão e depressão, característico do golpe de
aríete, os valores aferidos tanto experimental quanto numericamente, aproximam-se daqueles
observados no início da manobra. Ainda em ambos os casos, no ponto próximo à válvula, os
valores de pressão se mantiveram acima daqueles obtidos no ponto anterior, a montante do
escoamento. Tal resultado é reforçado visualizando-se que a onda de pressão viaja de jusante
a montante do escoamento, gerando uma onda de sobrepressão, seguida por uma depressão.
Quando o fluxo foi completamente interrompido, concluindo-se a manobra de fechamento, as
zonas de alta pressão permaneceram localizadas no ponto próximo à válvula, e as de baixa
pressão, na extremidade oposta da tubulação. Portanto, apesar da diferença entre resultados
numérico e experimental, o comportamento visualizado graficamente atende as características
do golpe de aríete, concordando com o que é apresentado na literatura pertinente, reportada ao
longo deste trabalho. Portanto, pode-se concluir que os resultados obtidos são satisfatórios.
Posto isso, ressalta-se que a diferença observada, dadas estas duas vias de análise, pode
ser atribuída à ausência da interação fluido-estrutura no contexto da simulação. Além disso,
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deve-se ter em mente que, por se tratar de um escoamento turbulento, qualquer variação nas
condições iniciais é amplificada, podendo alterar significativamente os resultados.
Como sugestão para trabalhos futuros, aponta-se a análise do comportamento tanto dos
campos de pressão quanto dos campos de tensão, dada simulação numérica que considere a in-
teração fluido-estrutura. Uma vez realizada esta nova simulação podem-se comparar os valores
obtidos entre esta e aquela que desconsidera a FSI.
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